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�®¤¥«¼ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¬¥² «« µ ¯®§¢®«¿¥² ®¡º¿±¨²¼
°¿¤ ½«¥ª²°®»µ ±¢®©±²¢ ¬¥² ««®¢, ®¤ ª® ¬®£¨¥ ±¢®©±²¢  ²¢¥°-
¤»µ ²¥« ¢ ° ¬ª µ ½²®© ¬®¤¥«¨ ¥  µ®¤¿² ®¡º¿±¥¨¿. �¥©±²¢¨-
²¥«¼®, ¢ ½²®© ¬®¤¥«¨ ¥² ª ª®£®-«¨¡® ¬¥µ ¨§¬  ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿
½«¥ª²°®®¢ ± °¥¸¥²ª®©. � ª, ½²  ¬®¤¥«¼ ¥ ®¡º¿±¿¥², ¯®·¥¬³ ®¤¨
µ¨¬¨·¥±ª¨¥ ½«¥¬¥²» ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®¬ ±®±²®¿¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ µ®-
°®¸¨¬¨ ¯°®¢®¤¨ª ¬¨, ¤°³£¨¥ | ¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨ ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤-
¨ª ¬¨.

�²®¡» ¢»¿±¨²¼ ° §«¨·¨¥ ¬¥¦¤³ ¯°®¢®¤¨ª ¬¨ ¨ ¤¨½«¥ª²°¨-
ª ¬¨, ¥®¡µ®¤¨¬® ³±«®¦¨²¼ ¬®¤¥«¼ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢  «¨-
·¨¥¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®©  ²®¬®© ±²°³ª²³°» ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥, ¬®¤¨-
´¨ª ¶¨¥© ¢¨¤  ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥. �¥-
¯®±°¥¤±²¢¥»¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ½²®£® ¿¢«¿¥²±¿ ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª®© §®®© ±²°³ª²³°» ²¢¥°¤®£® ²¥«  | ° §°¥¸¥»µ ¨
§ ¯°¥¹¥»µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ¨²¥°¢ «®¢ (§®) ¤«¿ ½«¥ª²°®»µ
±®±²®¿¨©.

9.1. �®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°® ,  µ®¤¿¹¥£®±¿
¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®²¥¶¨ «¥ ª°¨±² «« . �¥®°¥¬  �«®µ 

�«¿   «¨§  ¯°¨¬¥¬ ®¯°¥¤¥«¥»¥ ³¯°®¹ ¾¹¨¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥-
¨¿:

1) ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ½«¥ª²°®®¢  ²®¬»¥ ¿¤°  (¨®»¥ ®±²®¢»)
° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ¥¯®¤¢¨¦»¥ ¨±²®·¨ª¨ ¯®«¿, ¤¥©±²¢³¾¹¥£®
  ½«¥ª²°®»;

2) ¨®» ° ±¯®«®¦¥» ²®·® ¢ ³§« µ ¨¤¥ «¼®© ª°¨±² ««¨·¥-
±ª®© °¥¸¥²ª¨ (®²±³²±²¢³¾² ²¥¯«®¢»¥ ª®«¥¡ ¨¿);

3) ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ± ¯®«¿¬¨  ²®¬-
»µ ¿¤¥° § ¬¥¿¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢»¬ ¯®«¥¬: ±·¨² ¥²±¿, ·²® ±³¹¥-
±²¢³¥² ±¨±²¥¬  ¥§ ¢¨±¨¬»µ ½«¥ª²°®®¢, ¤¢¨¦³¹¨µ±¿ ¢ ¥ª®²®°®¬
§ ¤ ®¬ ¯®«¥ (®¤®½«¥ª²°® ¿ § ¤ · ).

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ U(r) ¯®²¥¶¨ «¼³¾ ½¥°£¨¾ ½«¥ª²°® ,  -
µ®¤¿¹¥£®±¿ ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®¬ ¯®«¥. �²  ¢¥«¨·¨  ¤®«¦  ¡»²¼
¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© ° ±±²®¿¨¿:

U(r) = U(r+ an); (9.1)
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£¤¥ r | ¯°®¨§¢®«¼»© ° ¤¨³±-¢¥ª²®°, an | «¾¡®© ¢¥ª²®° ²° ±-
«¿¶¨¨. � ª ¨ ° ¥¥ (£«. 8), ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥
³°®¢¨ ½«¥ª²°®  ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ¨§ °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿
�°¥¤¨£¥° 

Ĥ = " ; (9.2)

£¤¥, ®¤ ª®, ®¯¥° ²®° ½¥°£¨¨ (£ ¬¨«¼²®¨ ) ±®¤¥°¦¨² ·«¥»,
±¢¿§ »¥ ± ª¨¥²¨·¥±ª®© ¨ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¥©:

Ĥ =
p̂2

2m0

+ U(r): (9.3)

�¤¥±¼ m0 | ¬ ±±  ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® ,   ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»©
®¯¥° ²®° ¨¬¯³«¼±  ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

p̂x = �i~ @
@x
; p̂y = �i~ @

@y
; p̂z = �i~ @

@z
;

p̂ = �i~r:
(9.4)

�®¤±² ®¢ª  (9.4) ¢ (9.2) ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥:

� ~2

2m0

r2 (r) + U(r) = " (r): (9.5)

� ½²®¬ ³° ¢¥¨¨ ¥ ³·²¥®, ·²® ¤®«¦  ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ § ¢¨±¨-
¬®±²¼ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®  ®² ±¯¨ . �¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«
¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥ ² ª: j (r)j2dV | ½²®
¢¥°®¿²®±²¼ ®¡ °³¦¨²¼ ½«¥ª²°® ¢ ®¡º¥¬¥ ¯°®±²° ±²¢  dV =
= dx dy dz. �±«¨ ¢§¿²¼ ¨²¥£° « ¯® ¢±¥¬³ ¯°®±²° ±²¢³, ²® ¢»-
¯®«¿¥²±¿

1

V

Z
V

j (r)j2dV = 1: (9.6)

�²® ³±«®¢¨¥ ®°¬¨°®¢ª¨ ¤«¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨. �¤¥« ¥¬ ¢ ³° ¢-
¥¨¨ (9.5) § ¬¥³  °£³¬¥²  ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ r! r+ an:

� ~2

2m0

r2 (r+ an) + U(r) (r+ an) = " (r+ an): (9.7)

�³ª¶¨¿  (r + an) ¡³¤¥² ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ³° ¢¥¨¾ �°¥¤¨£¥° 
(9.7) ± ²¥¬ ¦¥ § ·¥¨¥¬ ½¥°£¨¨ ", ·²® ¨ ¤«¿ ´³ª¶¨¨  (r), ¥±«¨
½²¨ ´³ª¶¨¨ ®²«¨· ¾²±¿   ¥ª®²®°®¥ ·¨±«®

 (r+ an) = Cn (r): (9.8)
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� ª ª ª  -´³ª¶¨¨ ¤®«¦» ¡»²¼ ®°¬¨°®¢ », ²® ¨§ ³±«®¢¨¿
(9.6) ¨ ¨§ (9.8) ±«¥¤³¥²

jCnj2 = 1 (9.9)

¨

j (r+ an)j2 = j (r)j2: (9.10)

�·¥¢¨¤®, ·²® ³±«®¢¨¥ (9.10) ®§ · ¥², ·²® ½«¥ª²°® ± ®¤¨ ª®¢®©
¢¥°®¿²®±²¼¾ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡ °³¦¥ ª ª ¢ ®¡º¥¬¥ dV ®ª®«® ²®·ª¨ ±
° ¤¨³±-¢¥ª²®°®¬ r, ² ª ¨ ¢   «®£¨·®¬ ®¡º¥¬¥ ®ª®«® ½ª¢¨¢ «¥²-
®© ²®·ª¨ ± ° ¤¨³±-¢¥ª²®°®¬ r+ an. � ·¥ £®¢®°¿, ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥
½«¥ª²°®®¢ ®¡« ¤ ¥² ¯°®±²° ±²¢¥®© ¯¥°¨®¤¨·®±²¼¾.

�®¡ ¢«¿¿ ª ¢¥ª²®°³ an ¥ª®²®°»© ¢¥ª²®° an0 = n01a1 + n02a2 +
+ n03a

0
3, ± ¯®¬®¹¼¾ (9.8) ¬®¦¥¬ ¯®«³·¨²¼:

 (r+ an + an0) = Cn0Cn (r): (9.11)

�¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²®

an + an0 = an0+n; (9.12)

£¤¥ n ¨ n0 | ¶¥«»¥ ·¨±« . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢»¯®«¿¥²±¿

 (r+ an + an0) �  (r+ an0+n) = Cn0+n (r): (9.13)

�° ¢¨¢ ¿ (9.13) ¨ (9.11), ¨¬¥¥¬

Cn0Cn = Cn0+n: (9.14)

�®®²®¸¥¨¾ (9.14) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¢¥«¨·¨» ¢¨¤ 

Cn = exp (ikan): (9.15)

�®½²®¬³ ± ¯®¬®¹¼¾ (9.8) ¨ (9.15) ¯®«³·¨¬:

 (r+ an) = exp (ikan) (r): (9.16)

�¬®¦ ¿   exp
��ik(r+ an)

�
®¡¥ · ±²¨ ±®®²®¸¥¨¿ (9.16), ¯®-

«³·¨¬:

exp
��ik(r+ an)

� �  (r+ an) = exp (�ikr) (r): (9.17)

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥

uk(r) = uk(r+ an) = exp
��ik(r+ an)

� �  (r+ an): (9.18)

�®¤±² ¢«¿¿ (9.18) ¢ (9.17), ¯®«³·¨¬ ¢ ¦®¥ ±®®²®¸¥¨¥ | ²¥®-
°¥¬³ �«®µ :

 (r) = exp (ikr)uk(r); (9.19)
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±®£« ±® ª®²®°®© ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°® , ¤¢¨¦³¹¥£®±¿ ¢ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®«¥ ¢³²°¨ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯®²¥¶¨ « , ¯°¥¤±² -
¢«¿¥² ±®¡®© ¬®¤³«¨°®¢ ³¾ ¯«®±ª³¾ ¢®«³ | ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢®«-
®¢®© ´³ª¶¨¨ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®     ¬¯«¨²³¤³, ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨
¬¥¿¾¹³¾±¿ ¢ ª°¨±² ««¥. �¥«¨·¨  k ¢ (9.19)  §»¢ ¥²±¿ ª¢ -
§¨¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬.

�±«¨ ½«¥ª²°® ±¢®¡®¤¥, ²® U(r) = 0, ¨ ³° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥° 
¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

� ~
2

2m0

r2 (r) = " (r); (9.20)

¨ ¥£® °¥¸¥¨¿ ¤«¿ ½«¥ª²°®  | ¢®«» ¤¥ �°®©«¿ | ¨§¢¥±²»:

 (r) = exp (ikr); (9.21)

£¤¥ k | ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ¢®«» ¤¥ �°®©«¿, ª®²®°»© ±¢¿§  ± ¨¬-
¯³«¼±®¬ ½«¥ª²°®  ±®®²®¸¥¨¥¬

p = m0v = ~k: (9.22)

�¥°£¨¿ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®  ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¨¬¯³«¼± ¨§¢¥±²-
»¬ ¢»° ¦¥¨¥¬

E =
p2

2m0

=
~2k2

2m0

: (9.23)

�¬¯³«¼± ¢®«» ¤¥ �°®©«¿ µ ° ª²¥°¨§³¥² ¤¢¨¦¥¨¥ ±¢®¡®¤®£®
½«¥ª²°® , ª®£¤  ±¨±²¥¬  ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ®¡« ¤ ¥² ¨-
¢ °¨ ²®±²¼¾ ®²®±¨²¥«¼® ±¤¢¨£    «¾¡®© ¢¥ª²®° (¢±¥ ²®·ª¨
¯°®±²° ±²¢  ½ª¢¨¢ «¥²»). �¢ §¨¢®«®¢®© ¢¥ª²®° (¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨© ¥¬³ ª¢ §¨¨¬¯³«¼±) µ ° ª²¥°¨§³¾² ¤¢¨¦¥¨¥ ½«¥ª²°® 
¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®«¥, ª®£¤  ±¨±²¥¬  ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥
ª°¨±² ««  ¨¢ °¨ ²  ®²®±¨²¥«¼® ±¤¢¨£    ¢¥ª²®°» °¥¸¥²-
ª¨ an (½ª¢¨¢ «¥²» ²®«¼ª® ²®·ª¨, ³¤ «¥»¥ ¤°³£ ®² ¤°³£   
¢¥ª²®° an).

� «¨§¨°³¿ (9.16), ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ¢»¢®¤ ® ²®¬, ·²® ¢®«®¢ ¿
´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°®  ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¤®«¦  ¡»²¼ ¨¢ °¨ ²®© ®²-
®±¨²¥«¼® § ¬¥» ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  k ! k + b, £¤¥ b |
¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ (1.35).

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª¢ §¨¢®«®¢®© ¢¥ª²®° k ½«¥ª²°® , ª ª ¨ ´®-
® , ®¯°¥¤¥«¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯°®¨§¢®«¼®£® ¢¥ª²®°  ®¡° ²®©
°¥¸¥²ª¨. �²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¯®§¢®«¿¥² ®£° ¨·¨²¼ ¨§¬¥¥¨¥
ª®¬¯®¥² ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ª®¥·®© ®¡« ±²¼¾, ¨±·¥°¯»-
¢ ¾¹¥© ¢±¥ ´¨§¨·¥±ª¨ ¥½ª¢¨¢ «¥²»¥ § ·¥¨¿:

�� 6 k1a1 6 �;

�� 6 k2a2 6 �;

�� 6 k3a3 6 �:

(9.24)
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� ª ¯®ª § ® ¢ £« ¢¥ 4, ¥° ¢¥±²¢  (9.24) ®¯°¥¤¥«¿¾² ®¡º¥¬ ¢
k-¯°®±²° ±²¢¥,  §»¢ ¥¬»© ¯¥°¢®© §®®© �°¨««¾½ .

�«¿ ª°¨±² ««  ª®¥·»µ ° §¬¥°®¢, ±®¤¥°¦ ¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥®¥
·¨±«® ½«¥ª²°®®¢, ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ £° ¨·-
»¥ ³±«®¢¨¿ �®° {� °¬   ¤«¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨,   «®£¨·-
»¥ (5.28), ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® § ·¥¨¿ ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®° 
½«¥ª²°®  ¯°¨¨¬ ¾² ¤¨±ª°¥²»©  ¡®° § ·¥¨©,   «®£¨·»©
(5.32).

9.2. �®¤¥«¼ �°®¨£ {�¥¨

� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ®¤®¬¥°³¾ ¬®¤¥«¼ ± ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¬
¯®²¥¶¨ «®¬, ¯®ª § »¬   °¨±. 9.1. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯¥°¨®¤ °¥-

�¨±. 9.1. �¥°¨®¤¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ ¢ ¬®¤¥«¨ �°®-
¨£ {�¥¨

¸¥²ª¨ ° ¢¥ a = p+ q, ¨ ¯®²¥¶¨ « U(x) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

U(x) =

(
U0 ¯°¨ 0 6 x 6 p;

0 ¯°¨ � q 6 x 6 0:
(9.25)

�° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥°  ¢ ®¡« ±²¨ �q 6 x 6 0 ¨¬¥¥² ¢¨¤ (9.20),  
¤«¿ ®¡« ±²¨ 0 6 x 6 p ¯®«³·¨¬:�

� ~2

2m0

r2 + U0

�
 (x) = " (x): (9.26)

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿

�2 =
2m0"

~2
; �2 =

2m0(U0 � ")
~2

: (9.27)

�®£¤  ¢¬¥±²® (9.26) ¬®¦®  ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¿:

@2

@x2
 (x) = ��2 (x) ¢ ®¡« ±²¨ �q 6 x 6 0;

@2

@x2
 (x) = �2 (x) ¢ ®¡« ±²¨ 0 6 x 6 p:

(9.28)
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� ± ¡³¤³² ¨²¥°¥±®¢ ²¼ °¥¸¥¨¿ ± ½¥°£¨¿¬¨ " < U0. � ®¡« ±²¨
�q 6 x 6 0 (¨ ¢±¥µ   «®£¨·»µ) ®¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

 (x) = Aei�x +Be�i�x; (9:29 )

¢ ®¡« ±²¨ 0 6 x 6 p (¨ ¢±¥µ   «®£¨·»µ)

 (x) = Ce�x +De��x: (9:29¡)

�¥¸¥²ª  ¨¬¥¥² ²° ±«¿¶¨®³¾¨¢ °¨ ²®±²¼ ®²®±¨²¥«¼® ¢¥ª-
²®°®¢ ²° ±«¿¶¨© R = na = n(p+ q), £¤¥ n | «¾¡®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«®.
�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ° ¢¥±²¢® (9.10)

j (x)j2 = j (x+ na)j2; (9.30)

®²ª³¤ 

 (p < x < a) =  (�q < x < 0)eika; (9.31)

£¤¥ k | ®¤®ª®¬¯®¥²»© ¢®«®¢®© ¢¥ª²®°.
�®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨  (x) ¨ ¨µ ¯¥°¢»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ d (x)=dx

¤®«¦» ¡»²¼ ¥¯°¥°»¢»   £° ¨¶ µ ®¡« ±²¥© x = 0 ¨ x = p.
�²® ¤ ¥² ¯°¨ x = 0 ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¢:

A+B = C +D;

i�(A� B) = �(C �D):
(9.32)

�°¨ x = p, ± ³·¥²®¬ (9.31), ¨¬¥¥¬:

Aei�p +Be�i�p = (Ce��q +De�q)eika;

i�(Aei�p � Be�i�p) = �(Ce��q �De�q)eika:
(9.33)

�¨±²¥¬  (9.33) ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥ ¯°¨ ° ¢¥±²¢¥ ³«¾ ®¯°¥¤¥«¨-
²¥«¿, ±®±² ¢«¥®£® ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ A, B, C, D:

(�2 � �2)
2��

sh (�q) sin (�p) + ch (�q) cos (�p) = cos (ka): (9.34)

�±«¨ ¯®¤±² ¢¨²¼ ®¡®§ ·¥¨¿ (9.27), ¯®«³·¨¬ ¤¨±¯¥°±¨®®¥ ³° ¢-
¥¨¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ½¥°£¨¨ ®² ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  "(k).

�° ¢¥¨¥ (9.34) ¬®¦® ¥±ª®«¼ª® ³¯°®±²¨²¼, ¯°¥¤±² ¢¨¢ ¯®-
²¥¶¨ « ¢ ¢¨¤¥ �-´³ª¶¨¨ ¢ ³§« µ ¶¥¯®·ª¨. �«¿ ½²®£® ¯®«®¦¨¬
U0 ! 1, q ! 0 ¯°¨ U0q = const. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨§ (9.27) ¯®«³-
· ¥¬, ·²® � � �, �q � 1, ¨ ³° ¢¥¨¥ (9.34) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

f(�p) =
F

�p
sin (�p) + cos (�p) = cos (kp); (9.35)

£¤¥ F = �2pq=2.
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�° ¢¥¨¥ (9.35) ®±² ¥²±¿ ²° ±¶¥¤¥²»¬, ® ¬®¦® ³¢¨-
¤¥²¼, ·²® ®® ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥ ¥ ¯°¨ ¢±¥µ § ·¥¨¿µ � (². ¥. ½¥°-
£¨¨, ±®£« ±® (9.27)). �¡« ±²¨ § ·¥¨© �p ¯°¨ F = 3�=2, ¤«¿
ª®²®°»µ ¥² °¥¸¥¨© (9.35), ¯®ª § » ¸²°¨µ®¢®©   °¨±. 9.2.

�¨±. 9.2. �¡« ±²¨ °¥¸¥¨© ¤«¿ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ¬®¤¥«¨ �°®¨£ {�¥¨

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ±¯¥ª²° ½«¥ª²°®  ¢ ¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª®¬ ¯®²¥¶¨ «¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¡« ±²¨ ° §°¥¸¥»µ ¨ § -
¯°¥¹¥»µ § ·¥¨©. � ¸²°¨µ®¢ » À§ ¯°¥¹¥»¥Á ½¥°£¥²¨-
·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿.

�«¥¤³¥²®²¬¥²¨²¼, ·²® ¬®¤¥«¼�°®¨£ {�¥¨ª ·¥±²¢¥® ¯° -
¢¨«¼® ®¯¨±»¢ ¥² ¯°¥¤¥«¼»¥ ±«³· ¨ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®  ¨ ½«¥ª-
²°® , «®ª «¨§®¢ ®£®    ²®¬¥. � ±«³· ¥ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® 
±«¥¤³¥² ¯®«®¦¨²¼ U0 = 0. �®£¤  ¨§ (9.35) ¨¬¥¥¬:

cos (�p) = cos (kp); (9.36)

¨ ¨§ (9.27) ±«¥¤³¥² § ª® ¤¨±¯¥°±¨¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢

" =
~
2k2

2m0

: (9.37)

� ±«³· ¥ ½«¥ª²°® , «®ª «¨§®¢ ®£®    ²®¬¥, ¯®«®¦¨¬ U ! 1,
q 6= 0. �®£¤  ¨§ (9.35) ±«¥¤³¥²

sin (�p) = 0; (9.38)

�p = (�1)n�(n+ 1); (9.39)

². ¥., ª ª ¨ ¢ ¨§®«¨°®¢ ®¬  ²®¬¥, ¯®«³· ¥¬ ¤¨±ª°¥²»¥ ³°®¢¨
½¥°£¨¨.

9.3. �«¥ª²°®» ¢ ±« ¡®¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®²¥¶¨ «¥

�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢¨¦¥¨¥ ½«¥ª²°®  ¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®-
²¥¶¨ «¥ °¥¸¥²ª¨, ¥ § ¤ ¢ ¿ ¿¢»© ¢¨¤ ¯®²¥¶¨ « ,   ¨±¯®«¼§³¿
²®«¼ª® ±¢®©±²¢  ¥£® ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¢ ª°¨±² ««¥. � ª ª ª °¥¸¥¨¥
³° ¢¥¨¿ �°¥¤¨£¥°  ¢ ³«¥¢®¬ ¯®²¥¶¨ «¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©



228 �«.9. �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

¯«®±ª¨¥ ¢®«», ²® ¨ ¢ ±«³· ¥ ±« ¡®£® ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯®²¥¶¨ « 
¬®¦® ¨±ª ²¼ °¥¸¥¨¥ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥ ¢
¢¨¤¥ ° §«®¦¥¨¿ ¯® ¯«®±ª¨¬ ¢®« ¬. �«¿ ¯°®±²®²» ¢»·¨±«¥¨©
° ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ®¤®¬¥°®£® ª°¨±² «« . �®²¥¶¨ « °¥¸¥²ª¨
¨¢ °¨ ²¥ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ²° ±«¿¶¨¿¬:

U(x) = U(x+ a): (9.40)

� ª «¾¡³¾ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾, ¥£® ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤
�³°¼¥ ¯® ¢¥ª²®° ¬ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨:

U(x) =
X
b

Ub exp (ibx); b =
2�

a
n; n = �1;�2; : : : (9.41)

�³°¼¥-ª®¬¯®¥²» Ub ¢ °¥ «¼»µ ª°¨±² «« µ ³¬¥¼¸ ¾²±¿ ± ³¢¥-
«¨·¥¨¥¬ b,  ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ª³«®®¢±ª®£® ¯®²¥¶¨ «  Ub � 1=b2.
�®±ª®«¼ª³ U(x) ¢¥¹¥±²¢¥®, ²® ¢»¯®«¿¥²±¿: U�b = U�b, ¨ ¬»
¬®¦¥¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ (9.41) ¢ ¢¨¤¥

U(x) = 2
X
b>0

Ub cos (bx): (9.42)

�±¯®«¼§³¿ °¥§³«¼² ² (9.41), § ¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥° :�
� ~

2

2m0

d2

dx2
+ U(x)

�
 (x) =

=

 
� ~

2

2m0

d2

dx2
+
X
b

Ub exp (ibx)

!
 (x) = " (x): (9.43)

�¥¸¥¨¥ ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ° §«®¦¥¨¿  (x) ¢ °¿¤ ¯® ¯«®±ª¨¬
¢®« ¬:

 (x) =
X
k

C(k) exp (ikx); (9.44)

£¤¥, ±®£« ±® (5.31), k = 2�n=L, n | ¶¥«»¥ ·¨±« . �±«¨ ¢ ° §«®-
¦¥¨¨ (9.44) ¥±²¼ ª ª®©-«¨¡® ¢¥ª²®° k0, ²® ¢±¥ ¢¥ª²®°» ¢¨¤  k0+b
²®¦¥ ±®¤¥°¦ ²±¿ ¢ ½²®¬ ° §«®¦¥¨¨. �²® | ±«¥¤±²¢¨¥ ²¥®°¥¬»
�«®µ . �®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¡³¤¥² ¯°¨¢¥¤¥® ¨¦¥.

�®¤±² ¢¨¬ (9.44) ¢ ³° ¢¥¨¥ (9.43):

X
k

~
2

2m0

k2C(k) exp (ikx) +
X
b

X
k

UbC(k) exp
�
i(k+ b)x

�
=

= "
X
k

C(k) exp (ikx): (9.45)
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�¬®¦¨¬ ®¡¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨¿   exp (�ik0x) ¨ ¯°®¨²¥£°¨°³¥¬
¯® x. �±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢® ®°²®£® «¼®±²¨ ¯«®±ª¨µ ¢®«, ¯®«³·¨¬:

~
2

2m0

(k0)2C(k0) +
X
b

UbC(k0 � b) = "C(k0) (9.46)

¨«¨, ¢¢¥¤¿ ®¡®§ ·¥¨¥ �k = ~
2k2=(2m0),

(�k � ")C(k) +
X
b

UbC(k � b) = 0: (9.47)

�®½²®¬³ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¨¿²¼

 k(x) =
X
b

C(k � b) exp �i(k� b)x�; (9.48)

®²ª³¤  ±«¥¤³¥² ²¥®°¥¬  �«®µ  ¤«¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®  ¢
ª°¨±² ««¥:

 k(x) =

 X
b

C(k � b) exp (�ibx)
!
exp (ikx) =

= exp (ikx)Uk(x); (9.49)

£¤¥ Uk(x) = Uk(x+ R), R | ¢¥ª²®° ²° ±«¿¶¨¨.
�¬¥±²® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢¥¨¿ �°¥¤¨£¥°  (9.43) ¯®-

«³·¥  ±¨±²¥¬   «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©, ±¢¿§»¢ ¾¹ ¿ ª®½´´¨-
¶¨¥²» C(k0) ª®¬¯®¥² ¯«®±ª®© ¢®«» ª ª®£®-«¨¡® ±®±²®¿¨¿
½«¥ª²°®  ±® ¢±¥¬¨ C(k0 � b), ¢µ®¤¿¹¨¬¨ ¢ ´³°¼¥-° §«®¦¥¨¥
½²®£® ±®±²®¿¨¿. �¥¸ ¿ ½²³ ±¨±²¥¬³ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©, ¬®¦®
 ©²¨ ¢®«®¢³¾ ´³ª¶¨¾, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ³° ¢¥¨¾ �°¥¤¨-
£¥° . �® ½²  ±¨±²¥¬  ±®±²®¨² ¨§ ¡¥±ª®¥·®£® ·¨±«  ³° ¢¥¨©,
² ª ª ª ¢¥ª²®°» ¯°¨¨¬ ¾² ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ § ·¥¨¿ ¢ ®¡° ²®©
°¥¸¥²ª¥. �²® ¬®¦® ³¢¨¤¥²¼, ¢»¯¨±»¢ ¿ ¿¢»¬ ®¡° §®¬ ½²³ ±¨-
±²¥¬³ ³° ¢¥¨©.

�³±²¼ ³  ± ¨¬¥¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤  ´³°¼¥-ª®¬¯®¥²  ¯®²¥¶¨ « 
Ub0 = U�b0 = U , £¤¥ b0 |  ¨¬¥¼¸¨© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨.
�®£¤  ±¨±²¥¬  (9.47) ±®±²®¨² ¨§ ²°¥µ ³° ¢¥¨©:

(�k0 � ")C(k0) + U
�
C(k0 + b0) + C(k0 � b0)

�
= 0; (9:50 )

(�k0+b0 � ")C(k0 + b0) + U
�
C(k0 + 2b0) + C(k0)

�
= 0; (9:50¡)

(�k0�b0 � ")C(k0 � b0) + U
�
C(k0) + C(k0 � 2b0)

�
= 0: (9:50¢)
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�¨¤®, ·²®, ª°®¬¥ C(k0), ¥±²¼ ±¢¿§ »¥ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ª®½´´¨¶¨-
¥²» C(k0+2b0) ¨ C(k0�2b0), ¤«¿ ª®²®°»µ ²®¦¥ ³¦® ¢»¯¨± ²¼
³° ¢¥¨¿ ¨§ (9.47):

(�k0+2b0�")C(k0+2b0)+U
�
C(k0+3b0)+C(k0+b0)

�
= 0; (9:51 )

(�k0�2b0�")C(k0�2b0)+U
�
C(k0�b0)+C(k0�3b0)

�
= 0; (9:51¡)

£¤¥, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¯®¿¢¨«¨±¼ ª®½´´¨¶¨¥²» C(k0 + 3b0) ¨
C(k0 � 3b0). �²®² ¯°®¶¥±± ¬®¦® ¯°®¤®«¦¨²¼.

�°¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¢»·¨±«¥¨¿µ ¢ ¬¥²®¤¥ ° §«®¦¥¨¿ ¢®«®¢®©
´³ª¶¨¨ ª°¨±² ««  ¢ °¿¤ ¯® ¯«®±ª¨¬ ¢®« ¬ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©
°¥¸ ¥²±¿ ¯°¨¡«¨¦¥®. � ± ¬®¬ ¯°®±²®¬ ±«³· ¥ ¢¬¥±²® ¡¥±ª®-
¥·®© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ¯°¨¡«¨¦¥® ¡¥°¥²±¿ ±¨±²¥¬  ¨§ ¤¢³µ
³° ¢¥¨©. �¥°¥¯¨¸¥¬ (9.47) ¢ ¢¨¤¥

C(k) =

P
n
UbC(k� b)

" � ~2k2=(2m0)
; (9.52)

®²ª³¤  ¢¨¤®, ·²®, ¥±«¨ ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ¯«®±ª®© ¢®«» ¡«¨§-
ª  ª ½¥°£¨¨ ±®±²®¿¨¿, ®¯¨±»¢ ¥¬®£® ´³ª¶¨¥©  k(x), ²® ª®½´´¨-
¶¨¥² C(k) ®ª §»¢ ¥²±¿ ¡®«¼¸¨¬. �²® ±«³· © ¬ «»µ § ·¥¨© k,
². ¥. ¶¥²°  ¯¥°¢®© §®» �°¨««¾½ . �±«¨ ¢¥ª²®° k «¥¦¨² ¢¡«¨§¨
£° ¨¶» ¯¥°¢®© §®» �°¨««¾½ , ². ¥. ¢¡«¨§¨ ±¥°¥¤¨» ¢¥ª²®° 
®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨, ²® ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ´³ª¶¨¨  k�b0(x) ² ª¦¥
®ª §»¢ ¥²±¿ ±²®«¼ ¦¥ ¡®«¼¸¨¬, ·²® ¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ´³ª¶¨¨
 k(x). �®£¤  ¨¬¥¥¬ ³±«®¢¨¥:

~2(k � b0)2
2m0

� ~2k2

2m0

= "; (9.53)

¡« £®¤ °¿ ·¥¬³:

C(k � b0) =

P
b

UbC(k� b0 � b)
"� ~2(k� b0)2=(2m0)

: (9.54)

�±«®¢¨¥ (9.53) ¯°¨ ±²°®£®¬ ¢»¯®«¥¨¨ ¯¥°¢®£® ¨§ ° ¢¥±²¢ ½ª¢¨-
¢ «¥²® ±®®²®¸¥¨¾:

jkj = jk � bj: (9.55)

�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ½²® ®§ · ¥², ·²® ª®¥¶ ¢¥ª²®°  k «¥¦¨²   ¯¥°¯¥-
¤¨ª³«¿°¥ ª ¢¥ª²®°³ b, ¯°®µ®¤¿¹¥¬ ·¥°¥§ ¥£® ±¥°¥¤¨³, ². ¥. ±®®²-
¢¥²±²¢³¥² £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½ . �  °¨±. 9.3 ¨§®¡° ¦¥® ¥ ·²®
¨®¥, ª ª ¯®±²°®¥¨¥ �¢ «¼¤  ¤«¿ ¤¨´° ª¶¨¨ °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥©
(±¬. £«. 2), ª®²®°®¥ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬ ¨ ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢
± ¤«¨ ¬¨ ¢®«» ¤¥ �°®©«¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ £° ¨¶¥ ¯¥°¢®©
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§®» �°¨««¾½ . �¥¬ ± ¬»¬ ³±«®¢¨¥ (9.55) ®§ · ¥² ¡°½££®¢±ª³¾
¤¨´° ª¶¨¾ ½«¥ª²°®®¢   ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ «¥²»¥ ½«¥ª²°®» ¢ ª°¨±² ««¥ ¨±¯»-
²»¢ ¾² ¤¨´° ª¶¨¾   ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥, ª ª ½«¥ª-
²°®» ¨ °¥²£¥®¢±ª¨¥ ª¢ ²», ¯ ¤ ¾¹¨¥   ª°¨±² «« ¨§¢¥. �«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ±®±²®¿¨© ± ¢®«®¢»¬
¢¥ª²®°®¬ ¢¡«¨§¨£° ¨¶» §®» �°¨««¾-
½  ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨
¨ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥ ¬» ¬®-
¦¥¬ ®±² ¢¨²¼ ²®«¼ª® ¤¢  ¡®«¼¸¨µ ª®-
½´´¨¶¨¥² , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®±®¡¥-
®±²¿¬ (®¡° ¹¥¨¾ ¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼)
±®®²®¸¥¨© (9.52) ¨ (9.54), ¯®« £ ¿ ®±-
² «¼»¥ ° ¢»¬¨ ³«¾.

�¨±. 9.3. �®±²°®¥¨¥ �¢ «¼¤ 
¤«¿ ¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢

� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤ 
ª®¥¶ ¢¥ª²®°  k «¥¦¨² ²®·®   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½ , ². ¥.
¯³±²¼ ¢»¯®«¿¥²±¿

k2 =

�
1

2
b0

�2

; (k � b0)2 =
�
1

2
b0 � b0

�2

=

�
1

2
b0

�2
: (9.56)

�¨¥²¨·¥±ª¨¥ ½¥°£¨¨ ª®¬¯®¥² ¢®« ± ¬®¦¨²¥«¿¬¨ exp (ikx) ¨
exp

�
i(k� b0)x

�
®¤¨ ª®¢»:

~2

2m0

k2 =
~2

2m0

(k � b0)2 = ~2

2m0

�
1

2
b0

�2

: (9.57)

� °¥§³«¼² ²¥ ¨§ ¡¥±ª®¥·®© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© (9.47) ®±² ¾²±¿
¤¢  ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ C

�
(1=2)b0

�
¨ C

�
(�1=2)b0

�
:8>>><

>>>:
(�1 � ")C

�
1

2
b0

�
� U1C

�
�1

2
b0

�
= 0;

(��1 � ")C
�
�1

2
b0

�
� U1C

�
1

2
b0

�
= 0;

(9.58)

£¤¥ �1 = ��1 = (~2=2m0)(b0=2)
2; U1 = Ub0 = U�b0 :

�¨±²¥¬  (9.58) ¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥, ª®£¤  ½¥°£¨¿ "
³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾�����

�1 � " U1

U1 �1 � "

����� = 0: (9.59)

�§ (9.59) ¨¬¥¥¬:

"1;2 = �1 � U1 = ~
2

2m0

�
1

2
b0

�2
� U1: (9.60)
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�² ª, ¢¨¤®, ·²®   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ¤«¿ ½¥°£¨¨ ½«¥ª-
²°®  ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  °¥¸¥¨¿:

1) § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨ ¨¦¥, ·¥¬ § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨ ±¢®¡®¤®£®
½«¥ª²°® :

"1 =
~
2

2m0

�
1

2
b0

�2

� U1 = "±¢ � U1; (9.61)

2) § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨, ª®²®°®¥ ¢»¸¥ ½¥°£¨¨ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª-
²°® :

"2 =
~2

2m0

�
1

2
b0

�2
+ U1 = "±¢ + U1: (9.62)

� ¯°®¬¥¦³²ª¥ ®² "1 ¤® "2 ±³¹¥±²¢³¥² ®¡« ±²¼ § ¯°¥¹¥»µ § -
·¥¨©.

� ©¤¥¬ ¢®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ k = (1=2)b0. �§ (9.44),
(9.58) ¨ (9.9) ¯°¨ U1 < 0 ¯®«³· ¥¬:

C

�
1

2
b0

�
= C

�
�1

2
b0

�
=

1p
2
;

 � =
exp

�
(1=2)ib0x

�
+ exp

�
(�1=2)ib0x

�
p
2

=
p
2 cos

�
1

2
b0x

�
;

(9.63)

 + = i
p
2 sin

�
1

2
b0x

�
: (9.64)

�²±¾¤  ¢¨¤®, ·²® j �j2 ¬ ª±¨¬ «¼  ¢¡«¨§¨ x = 0 ¨ ¢±¾¤³
¢¡«¨§¨ ³§«®¢ °¥¸¥²ª¨. �²°¨¶ ²¥«¼®±²¼ U1 ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯®²¥-
¶¨ «³ ¯°¨²¿¦¥¨¿ ¤«¿ ½«¥ª²°® , ¨ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿  � ®¯¨-
±»¢ ¥² ±®±²®¿¨¥, ¢ ª®²®°®¬ ½«¥ª²°®» ±ª®¶¥²°¨°®¢ » ¢¡«¨§¨
³§« , ¯°¨·¥¬ ¨µ ½¥°£¨¿ ¨¦¥, ·¥¬ ½¥°£¨¿ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® .
� ¯°®²¨¢, ¤«¿ ±®±²®¿¨¿ ± ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¥©  + ½¥°£¨¿ ³¢¥«¨-
·¥  ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ½¥°£¨¥© ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® , ² ª ª ª ¢ ½²®¬
±«³· ¥ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®®¢ ¡®«¼¸¥ ¢ ¬¥¦³§¥«¼»µ ®¡« ±²¿µ.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©, ª®£¤  ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ¡«¨§®ª ª £° -
¨¶¥ §®» �°¨««¾½ . �¯¿²¼ ®£° ¨·¨¬±¿ ¤¢³µª®¬¯®¥²»¬
¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬, ¢ ª®²®°®¬ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤

 (x) = C(k) exp (ikx) + C

�
k � 1

2
b0

�
exp

�
i

�
k � 1

2
b0

�
x

�
:

(9.65)
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�«¿ ®²»±ª ¨¿ ½¥°£¨¨ ³¦® °¥¸¨²¼ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©8>>><
>>>:

(�k � ")C(k)� U1C
�
k � 1

2
b0

�
= 0;

(�k�b0=2 � ")C
�
k � 1

2
b0

�
+ U1C(k) = 0:

(9.66)

�¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ®²®±¨²¥«¼® C(k) ¨ C(k�b0=2) ¨¬¥¥² ¥²°¨-
¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ¯°¨ ³±«®¢¨¨�����

�k � " U1

U1 �k�b0=2 � "

����� = 0: (9.67)

�®°¨ ª¢ ¤° ²®£® ³° ¢¥¨¿ (9.67) ¨¬¥¾² § ·¥¨¿

"1;2 =
1

2

�
�k�b0=2 + �k

��
r

1

4

�
�k�b0=2 + �k

�2
+ U2

1
: (9.68)

� ¦¤»© ¨§ ª®°¥© ®¯¨±»¢ ¥² §®³ ½¥°£¨©. � ·¥±²¢¥ ¿ § -
¢¨±¨¬®±²¼ "(k) ¯®ª §     °¨±. 9.4. �°¨ k, ®·¥¼ ¡«¨§ª¨µ ª £° -

�¨±. 9.4. � ¢¨±¨¬®±²¼ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®  ®² ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ¢ ±« ¡®¬ ¯¥°¨®-
¤¨·¥±ª®¬ ¯®²¥¶¨ «¥

¨¶¥ §®» �°¨««¾½ , ¢»¯®«¿¥²±¿: k � b0=2. �®£¤  ¤«¿ ³¯°®-
¹¥¨¿ ¢¨¤  °¥¸¥¨¿ (9.68) ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ° §«®¦¥¨¥ ¯®
¬ «®¬³ ¯ ° ¬¥²°³

� =
1

2
b0 � k: (9.69)

� ®¡« ±²¨ § ·¥¨© ½¥°£¨© ~
2�2=(2m0)� U1 ¨¬¥¥¬ ¤«¿ ¢¥²-

¢¥© ¤¨±¯¥°±¨®»µ § ¢¨±¨¬®±²¥© ¢® ¢²®°®© ¨ ¢ ¯¥°¢®© ° §°¥¸¥-
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®© ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §® µ, ±®®²¢¥²±²¢¥®:

"1(k) =
~
2

2m0

�
1

2
b0

�
+ U1 +

~
2

2m0

�
1 +

2�1
U1

��
b0
2
� k
�2

; (9:70 )

"2(k) =
~
2

2m0

�
1

2
b0

�
� U1 + ~

2

2m0

�
1� 2�1

U1

��
b0
2
� k
�2

; (9:70¡)

£¤¥ �1 = (~2=2m0)(b0=2)
2.

9.4. �®¤¥«¼ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ½«¥ª²°®®¢

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¤¥«¼ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ± ¨® ¬¨ ½«¥ª²°®®¢
(¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢), ¯°¨¬¥¨¬³¾ ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ° ±±²®-
¿¨¿ ¬¥¦¤³ ±®±¥¤¨¬¨  ²®¬ ¬¨ ¢¥«¨ª¨ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¨µ ° §¬¥-
° ¬¨. �³±²¼ Àª°¨±² ««Á ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¡¥±ª®¥·³¾ ¶¥¯®·ª³
®¤¨ ª®¢»µ, ®¤®¢ «¥²»µ, ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ° ±¯®«®¦¥»µ  ²®-
¬®¢. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ 'g(r �Rg) ¢®«®¢³¾ ´³ª¶¨¾ ¢ «¥²®£®
½«¥ª²°® , £¤¥ g | ®¬¥°  ²®¬  ¢ ¶¥¯®·ª¥, r ¨ Rg | ° ¤¨³±»-
¢¥ª²®°» ½«¥ª²°®  ¨ g-£®  ²®¬®£® ®±²®¢ . �®¤±² ¢«¿¿ ½²³ ¢®«®-
¢³¾ ´³ª¶¨¾ ¢ ³° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥°  (9.7), ¯®«³·¨¬:

� ~
2

2m0

r2'g + Ug(r)'g = "a'g; (9.71)

£¤¥ Ug(r) | ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ½«¥ª²°®  ±
g-¬  ²®¬®¬, "a | ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥
´³ª¶¨¨ 'g, ². ¥. ½²® ¤¨±ª°¥²»© ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ³°®¢¥¼ ¢ «¥²-
®£® ½«¥ª²°®  ¢ ¤ ®¬  ²®¬¥. �³±²¼ 'g ®¯¨±»¢ ¥² s-±®±²®¿¨¥.
�®£¤  ³°®¢¥¼ "a ¢»°®¦¤¥ ¤¢³ª° ²® ²®«¼ª® ¯® ±¯¨³.

� ±¨«³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ®¡ ¨¤¥²¨·®±²¨  ²®¬®¢ ¶¥¯®·ª¨ ´³ª-
¶¨¨ 'g ± ° §«¨·»¬¨ ®¬¥° ¬¨ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ²®«¼ª®
²¥¬, ·²® ®¨ ¶¥²°¨°®¢ » ®²®±¨²¥«¼® ° §«¨·»µ  ²®¬®¢, ®¤-
 ª® ³°®¢¨ ½¥°£¨¨, ª®²®°»¥ ¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾², ¤®«¦» ¡»²¼
®¤¨ ª®¢»¬¨.

�¡«¨§¨ g-£®  ²®¬®£® ®±²®¢  ¢ «¥²»© ½«¥ª²°® ¤¢¨¦¥²±¿ ¢
®±®¢®¬ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¨§®«¨°®¢ ®¬  ²®¬¥. �°¨ ¯®±²¥¯¥®¬
±¡«¨¦¥¨¨  ²®¬®¢ ¢ «¥²»© ½«¥ª²°®  ·¨ ¥² ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢®-
¢ ²¼ ± ¤°³£¨¬¨ ¨®»¬¨ ®±²®¢ ¬¨, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¬®¤¨´¨¶¨°³-
¥²±¿ ¥£® ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿. �®½²®¬³ ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ °¥¸¥¨¿ ³° ¢-
¥¨¿ �°¥¤¨£¥°  ¤«¿ ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®©
ª®¬¡¨ ¶¨¨  ²®¬»µ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢:

 (r) =
X
g

ag'g: (9.72)
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�®¤±² ¢«¿¿ °¥¸¥¨¥ (9.72) ¢ ³° ¢¥¨¥ (9.5), ¯®«³·¨¬:

1X
g=�1

ag

�
� ~

2

2m0

r2'g + (U � Ug)'g + Ug'g � "'g
�

= 0: (9.73)

�±¯®«¼§³¿ ³° ¢¥¨¥ (9.71), ¢»° ¦¥¨¥ (9.73) ¯°¥¤±² ¢¨¬ ² ª:

1X
g=�1

ag
�
("a � ")'g + (U � Ug)'g

�
= 0: (9.74)

�®¬®¦¨¬ (9.74)   ª®¬¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥³¾ ¢®«®¢³¾ ´³ª¶¨¾
½«¥ª²°®  ¢ ¨§®«¨°®¢ ®¬  ²®¬¥ g0 ¨ ¯°®¨²¥£°¨°³¥¬ ¯® ª®®°¤¨-
 ² ¬ ½«¥ª²°®  r. �¡®§ ·¨¬ ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¨²¥£° «» ² ª:Z

'�g0'gdr = Sg0g (9.75)

| ¨²¥£° « ¯¥°¥ª°»²¨¿, ª®²®°»© ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥°®© ¯¥°¥ª°»²¨¿
¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ° §«¨·»µ  ²®¬®¢ ¯® ¬¥°¥ ¨µ ±¡«¨¦¥¨¿;Z

'�g0(U � Ug)'gdr = Ug0g (9.76)

| ¨²¥£° « ¯¥°¥®± , ª®²®°»© ¯®ª §»¢ ¥² ±²¥¯¥¼ ®¯®±°¥¤®¢ -
®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ½«¥ª²°®»µ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨©, ¶¥²°¨°®-
¢ »µ   ° §«¨·»µ  ²®¬ µ, ¨ ¢®§¨ª ¾¹¥£® ¢±«¥¤±²¢¨¥ ¢§ ¨-
¬®¤¥©±²¢¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ± ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª®©.

�®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥ ®°²®®°¬¨°®¢ »:

Sgg =

Z
'�g'gdr = 1: (9.77)

�°¨ g0 6= g Sg0g 6= 0, ® ¬ «» ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¥¤¨¨¶¥©, ¯®±ª®«¼ª³
¬» ¯°¥¤¯®« £ «¨, ·²®  ²®¬» ¢ ¶¥¯®·ª¥  µ®¤¿²±¿   ±° ¢¨²¥«¼®
¡®«¼¸¨µ ° ±±²®¿¨¿µ, ¨ ±²¥¯¥¼ ¯¥°¥ª°»²¨¿ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨©
¥¢¥«¨ª .

� ª ª ª ¢±¥  ²®¬» ¢ ¶¥¯®·ª¥ ®¤¨ ª®¢», ¨²¥£° «» Sg0g ¨ Ug0g

¥ ¬®£³² § ¢¨±¥²¼ ®² ²®£®, £¤¥ ¨¬¥® ° ±¯®«®¦¥»  ²®¬» g0 ¨
g, ±³¹¥±²¢¥® ²®«¼ª® ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¨¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,
¬®¦® § ¯¨± ²¼:

Sg0g = S(jg0� gj); Ug0g = U(jg0 � gj): (9.78)

� ¢¥±²¢  (9.78) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¢»° ¦¥¨¥ ¨¤¥²¨·®±²¨
¢±¥µ  ²®¬®¢ ¢ °¥¸¥²ª¥ ¨ ¯®±²®¿±²¢  ° ±±²®¿¨© ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¨
¿¢«¿¾²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²° ±«¿¶¨®®© ¨¢ °¨ ²®±²¨ ° ±±¬ ²°¨-
¢ ¥¬®© § ¤ ·¨.
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� ±¨«³ ²®£®, ·²® ¢¨¤ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ (9.72) ¤®«¦¥ ±®®²¢¥²-
±²¢®¢ ²¼ ²¥®°¥¬¥ �«®µ  (9.19), ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª®½´´¨¶¨¥²»
ag ¨¬¥¾² ¢¨¤

ag = exp (i�g); (9.79)

£¤¥ ¯ ° ¬¥²° � ¡³¤¥² ®¯°¥¤¥«¥ ¨¦¥. �®¤±² ¢«¿¿ (9.79) ¢ ³° ¢¥-
¨¥ (9.74) ¨ ¯°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥ (9.78), ¯®«³·¨¬

1X
g=�1

exp (i�g)
�
("a � ")S(jg0� gj) + U(jg0� gj)� = 0: (9.80)

�¤¥« ¥¬ ¢ (9.80) § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥®© g0 � g = g00. �®ª° ¹ ¿  
¢¥«¨·¨³ exp (i�g0), ¨¬¥¥¬

1X
g00=�1

exp (�i�g00)�("a � ")S(jg00j) + U(jg00j)� = 0: (9.81)

�»° ¦¥¨¥ (9.81) | ½²® ³±«®¢¨¥ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®¡±²¢¥»µ
§ ·¥¨© ½¥°£¨¨. � ¬¥¿¿ ¢ (9.81) ¨¤¥ª± ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ g00  
g, ¯®«³·¨¬

" = "a +

1P
g=�1

exp (�i�g)U(jgj)
1P

g=�1
exp (�i�g)S(jgj)

: (9.82)

�»¤¥«¨¬ ¨§ ±³¬¬ ¢ (9.82) ·«¥» ± g = 0:

" = "a +

U(0) + 2
1P
g=1

U(g) cos �g

1 + 2
1P
g=1

S(g) cos�g
: (9.83)

� ° ¬¥²° � ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¤®¬¥°»©   «®£ ª¢ §¨¢®«®¢®£®
¢¥ª²®° . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ ±®®²®¸¥¨© (9.72) ¨ (9.79) ±«¥¤³¥²

 (r) =
1X

g=�1

exp (i�g)'g(r�Rg): (9.84)

�¢¥¤¥¬ ¢¥ª²®°» k = (�=d; 0; 0) ¨ Rg = (dg; 0; 0). �®£¤  (9.84)
¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ² ª:

 (r) =
1X

g=�1

exp
�
i(k;Rg)

�
'g(r�Rg) = exp (ikr)Uk(r); (9.85)
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£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ ± ¯¥°¨®¤®¬ d:

Uk(r) =
1X

g=�1

exp
�
i(k;Rg � r)

�
'g(r�Rg): (9.86)

�»° ¦¥¨¥ (9.85)¤«¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨¨¬¥¥² ¢¨¤´³ª¶¨¨�«®µ .
� ±¯°®±²° ¥¨¥ ¤ ®£® ¯®¤µ®¤    ±«³· © ²°¥µ¬¥°®£® ª°¨-

±² ««  ¢®§¬®¦®, ¥±«¨ ¯°®¢¥±²¨ § ¬¥³: g ! g (¢¥ª²®°, ª®¬¯®-
¥²» ª®²®°®£® | ¶¥«»¥ ·¨±« ), � ! �. �®±«¥¤¨© ¨§ ¢®¢¼
¢¢¥¤¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ±¢¿§  ± ª¢ §¨¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ ±®®²®¸¥-
¨¿¬¨

�1 = a1k1; �2 = a2k2; �3 = a3k3: (9.87)

�®£¤  ¢»° ¦¥¨¥ (9.83) ¤«¿ ²°¥µ¬¥°®£® ±«³· ¿ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

" = "a +

U(0) + 2
1P
g=1

U(g) cos�g

1 + 2
1P
g=1

S(g) cos�g
: (9.88)

�²¥£° «»U(g)¨S(g) ¡»±²°® ³¡»¢ ¾² ± ° ±±²®¿¨¥¬ g ¬¥¦¤³
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨¬¨  ²®¬ ¬¨. �®½²®¬³ ¢ ±³¬¬ µ ¢ (9.88) ¬®¦®
®±² ¢¨²¼ ²®«¼ª® ¯¥°¢»¥ ·«¥» °¿¤®¢:

" = "a +

U(0) + 2
1P
g=1

U(g) cos�g

1 + 2
1P
g=1

S(g) cos�g
� "a +

U(0) + 2U(1) cos�

1 + 2S(1) cos�
�

� "a +
�
U(0) + 2U(1) cos�

��
1� 2S(1) cos�

�
=

= "a + U(0) + 2U(1) cos � � 2U(0)S(1) cos� � 4U(1)S(1) cos2 � �

� "a + U(0) + 2
�
U(1)� U(0)S(1)

�
cos �: (9.89)

�²¥£° «» U(g) ¨ S(g) ¢ (9.89) ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, § ¿ ¿¢»©
¢¨¤ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ¨§®«¨°®¢ »µ  ²®¬®¢. �°³£®© ¯³²¼ |
° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨µ ª ª ¯ ° ¬¥²°» § ¤ ·¨, ¯®¤«¥¦ ¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥-
¨¾ ¨§ ½ª±¯¥°¨¬¥² . �°¨ ½²®¬ ¥¤®±² ²ª¨ ° ±·¥²  ¨±·¥§ ¾², ®
²¥°¿¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±²°³ª²³°»
½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §® ¨±µ®¤¿ ¨§ µ¨¬¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢  ²®¬®¢.

�®®²®¸¥¨¥ (9.89) ¯®ª §»¢ ¥², ª ª ¢«¨¿¥² ¯®«¥ ª°¨±² ««¨·¥-
±ª®© °¥¸¥²ª¨   ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ±¯¥ª²° ½«¥ª²°®®¢.
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1. �²®¬»© ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ³°®¢¥¼ "a ±¤¢¨£ ¥²±¿   ¯®±²®¿-
³¾, ¥ § ¢¨±¿¹³¾ ®² �, ¢¥«¨·¨³

U(0) =

Z
V

'�g(r)(U � Ug)'g(r) dr; (9.90)

° ¢³¾ ±°¥¤¥© ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°® , «®ª «¨§®¢ ®£®   ª ª®¬-
«¨¡® g-¬  ²®¬¥, ¢ ¯®«¥ ®±² «¼»µ  ²®¬®¢.

2. �¨±ª°¥²»©  ²®¬»© ³°®¢¥¼ "  À° §¬»¢ ¥²±¿Á ¢ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª³¾ §®³: ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  �� 6 � 6 � ¯®±«¥¤-
¥¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (9.89) ¥¯°¥°»¢® ¨§¬¥¿¥²±¿ ®²
�2jU(1)� U(0)S(1)j ¤® +2jU(1)� U(0)S(1)j. �±¥ § ·¥¨¿ ½¥°-
£¨¨ ¢ ½²®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¬®£³² ¡»²¼ § ¿²» ½«¥ª²°® ¬¨. �¨°¨ 
½²®£® ¨²¥°¢ «  (¸¨°¨  ° §°¥¸¥®© §®») ±®±² ¢«¿¥² ¢¥«¨·¨³

�" = 4jU(1)� U(0)S(1)j (9.91)

¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±²¥¯¥¼¾ ¯¥°¥ª°»²¨¿ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨©  ²®¬®¢ 'g
¨ 'g�1. � ³¬¥¼¸¥¨¥¬ ¯¥°¥ª°»²¨¿ (± ³¢¥«¨·¥¨¥¬ ¬¥¦ ²®¬®£®
° ±±²®¿¨¿) ¸¨°¨  §®» ¡»±²°® ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾ | §®  À±²¿-
£¨¢ ¥²±¿Á ¢ ¤¨±ª°¥²»© ³°®¢¥¼.

� ±±¬®²°¨¬ ¢ ¦»© ±«³· © § ·¥¨© ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®° ,
«¥¦ ¹¨µ ¢¡«¨§¨ ¶¥²°  §®»�°¨««¾½ : k! 0 (� ! 0). �«¿   -
«¨§  ¨±¯®«¼§³¥¬ ° §«®¦¥¨¥ ¢ °¿¤: cos � � 1 � �2=2: �®¤±² ®¢ª 
½²®£® ¢»° ¦¥¨¿ ¢ (9.89) ¯°¨¢®¤¨² ª ±®®²®¸¥¨¾ ¤«¿ ½¥°£¨¨

" = "0 + jU(1)� U(0)S(1)jk2d2; (9.92)

£¤¥ "0 | ¬¨¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨:

"0 = "a + U(0) + 2
�
U(1)� U(0)S(1)

�
: (9.93)

� (9.92) § ·¥¨¿ ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ®²±·¨²»¢ ¾²±¿ ®² ¬¨-
¨¬ «¼®£® § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ (9.93). �®®²®¸¥¨¥ (9.92) ² ª¦¥
¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥

" = "0 +
~2k2

2m
; (9.94)

£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥

m =
~2

2d2jU(1)� U(0)S(1)j (9.95)

| ½´´¥ª²¨¢ ¿ ¬ ±±  ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥. �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼,
·²® ®  ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ ¸¨°¨» ° §°¥¸¥®© §®».
� ª ° §®±²¨ U(1) � U(0)S(1) ®¯°¥¤¥«¿¥², «¥¦¨² «¨ ¬¨¨¬³¬
½¥°£¨¨ (¤® §®») ¢ ²®·ª¥ k! 0 (� ! 0) ¢ ¶¥²°¥ §®» �°¨««¾-
½ , ¨«¨   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ¯°¨ � = �.
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� «®£¨·®¥ ¢»° ¦¥¨¾ (9.94) ±®®²®¸¥¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³-
·¥®   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ¯°¨ � = �, ®¤ ª® ½´´¥ª²¨¢ ¿
¬ ±±  ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®²°¨¶ ²¥«¼ :

" = const+
~
2k2

2m0
; m0 < 0: (9.96)

� (9.96) § ·¥¨¿ ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ®²±·¨²»¢ ¾²±¿ ®² ¬ ª-
±¨¬ «¼®£® § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ (¯®²®«ª  §®»). � §®±²¼ ¯®±²®¿-
»µ ³°®¢¥© ½¥°£¨¨ ¬¥¦¤³ (9.96) ¨ (9.94) ° ¢  ¸¨°¨¥ ° §°¥-
¸¥®© §®». �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿ · ±²¨¶ ± ®²°¨¶ ²¥«¼-
®© ½´´¥ª²¨¢®© ¬ ±±®© ®ª §»¢ ¾²±¿ ±ª®¶¥²°¨°®¢ »¬¨ ¢
®ª°¥±²®±²¨ £° ¨¶» §®» �°¨««¾½ . � ª¨¥ · ±²¨¶» ¯®«³·¨«¨
 §¢ ¨¥ ¤»°®ª.

�»° ¦¥¨¿ (9.94) ¨ (9.96) ¯® ´®°¬¥ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ´®°¬³«®© ¤«¿
½¥°£¨¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢. �²® ¢ ¦®¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ³ª §»-
¢ ¥²   ²®, ·²® ¯®¢¥¤¥¨¥ §®»µ ½«¥ª²°®®¢ ± ¬ «»¬¨ § ·¥¨-
¿¬¨ ª¢ §¨¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ (¤»°®ª ± ª¢ §¨¢®«®¢»¬¨ ¢¥ª²®-
° ¬¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½ ) ¤®«¦®
¡»²¼ ¯®¤®¡»¬ ¯®¢¥¤¥¨¾ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢. � ·¥¨¿ ½´-
´¥ª²¨¢®© ¬ ±±» ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ ¨ ¤»°®ª, ª ª ¯° ¢¨«®, ° §«¨·»,
µ®²¿ ¨§ ¯°¨¢¥¤¥®© ³¯°®¹¥®© ²¥®°¨¨ ½²®£® ¨ ¥ ±«¥¤³¥².

� ¢¨±¨¬®±²¼ ½¥°£¨¨ §®®£® ½«¥ª²°®  ®² ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª-
²®°  (§ ª® ¤¨±¯¥°±¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥), ±®®²¢¥²±²¢³¾-
¹ ¿ ±®®²®¸¥¨¾ (9.89), ¯®ª §     °¨±. 9.5.

�§ °¨±. 9.5 ±«¥¤³¥², ·²®, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢,
½¥°£¨¿ §®»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¬®¦¥² ¬¥¿²¼±¿ ²®«¼ª®

�¨±. 9.5. � §°¥¸¥ ¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª ¿ §®  ¢ ¬®¤¥«¨ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ½«¥ª²°®-
®¢. �²°¨µ®¢®© «¨¨¥© ¯®ª §  § ª® ¤¨±¯¥°±¨¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢

¢ ®£° ¨·¥®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¸¨°¨» ° §°¥¸¥®© §®» ¯°¨ «¾-
¡»µ § ·¥¨¿µ ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®° . �±«¥¤±²¢¨¥ ¯¥°¨®¤¨·®-
±²¨ ª °²¨» ¤®±² ²®·® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨§¬¥¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¢ ¯°¥-
¤¥« µ ¯¥°¢®© §®» �°¨««¾½ .

�¥°£¥²¨·¥±ª¨¥§®» ¢ ª°¨±² «« µ ¢®§¨ª ¾² ¢ °¥§³«¼² ²¥ À° §-
¬»²¨¿Á ¤¨±ª°¥²»µ ³°®¢¥© ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬ µ, ®¡³±«®-
¢«¥®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°®®¢ ± ±®±¥¤¨¬¨ (¨ ¡®«¥¥ ¤ «¥-



240 �«.9. �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

ª¨¬¨)  ²®¬ ¬¨ °¥¸¥²ª¨ §  ±·¥² ¯¥°¥ª°»²¨¿ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨©.
�®£« ±® ¯°¨¶¨¯³ � ³«¨, ¤¢  ½«¥ª²°®  ¥ ¬®£³²  µ®¤¨²¼±¿ ¢
®¤¨ ª®¢»µ ª¢ ²®¢»µ ±®±²®¿¨¿µ, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¯°¨ ®¡º¥¤¨-
¥¨¨  ²®¬®¢ ¢ ª°¨±² ««¥ ¨ ¯°¨ ¨µ ±¡«¨¦¥¨¨ ¤®«¦® ¯°®¨§®©²¨
±¿²¨¥ ¢»°®¦¤¥¨¿ ¯® ½¥°£¨¿¬ | ½«¥ª²°®», ¯¥°¢® · «¼® § -
¨¬ ¢¸¨¥ ¢ ®¤¨ ª®¢»µ  ²®¬ µ ®¤¨ ª®¢»¥ ª¢ ²®¢»¥ ±®±²®¿-
¨¿, ®¡¿§ » § ¿²¼ ®¢»¥ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ³°®¢¨. �®±ª®«¼ª³ ¢
ª°¨±² ««¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ½«¥ª²°®®¢, ¢®§¨ª ¥²
½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ±¯¥ª²° ° §°¥¸¥»µ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© |
° §°¥¸¥ ¿ §® . �±¯®¬¨ ¿, ·²® ¬» ¨¬¥«¨ ¤¥«® ± ¢ «¥²»¬¨
½«¥ª²°® ¬¨  ²®¬®¢ ¢ ¶¥¯®·ª¥ ¢ s-±®±²®¿¨¨, ¯®«³·¨¬ ®¤³ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª³¾ §®³ (1S-§® ), ¢ ª®²®°®© ° ±¯®«®¦¥» ¢±¥ ½«¥ª²°®»¥
±®±²®¿¨¿. �±«¨ ¢  ²®¬ µ ±³¹¥±²¢³¾² ½«¥ª²°®» ¢ ¤°³£¨µ ½«¥ª-
²°®»µ ±®±²®¿¨¿µ, ¬®¦® ®¦¨¤ ²¼ ¯®¿¢«¥¨¿, ¯®¬¨¬® 1S-§®»,
¥¹¥ ®¤®© 2S-§®», ²°¥µ 2P -§®, ®¤®© 3S-§®», ²°¥µ 3P -§®,
¯¿²¨ 3D-§® ¨ ². ¤. �¨°¨  ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §®, ¯°®¨§®¸¥¤¸¨µ
¨§ ° §«¨·»µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ³°®¢¥©, ² ª¦¥ ° §«¨· :  ¨¬¥¥¥
³¸¨°¥» ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» £«³¡®ª® «¥¦ ¹¨µ ³°®¢¥©, ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨µ ¢³²°¥¨¬ ½«¥ª²°®»¬ ®¡®«®·ª ¬  ²®¬®¢, ¯®±ª®«¼ª³
¢³²°¨ª°¨±² ««¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « ¤¥©±²¢³¥²   ¨µ ®²®±¨²¥«¼®
±« ¡® (°¨±. 9.6). �®±ª®«¼ª³ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ s, p, d, : : : ³°®¢¨ ¢

�¨±. 9.6. �¡° §®¢ ¨¥ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §® ¯°¨ ±¡«¨¦¥¨¨  ²®¬®¢

 ²®¬¥ ° §¤¥«¥», ¬¥¦¤³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¬¨ §®-
 ¬¨ ¢ ª°¨±² ««¥ ¬®£³² ¢®§¨ª ²¼ ¯°®¬¥¦³²ª¨, ¢ ª®²®°»µ ¥² ° §-
°¥¸¥»µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ±®±²®¿¨© ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ (§ ¯°¥¹¥-
»¥ §®»). � ª°¨±² «« µ, ±®±²®¿¹¨µ ¨§ ¬®£®½«¥ª²°®»µ  ²®-
¬®¢ ¨ ±®¤¥°¦ ¹¨µ ° §«¨·»¥ ± µ¨¬¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿  ²®¬»,
§®» ¬®£³² ² ª¦¥ ±¬»ª ²¼±¿ ¨ ¯¥°¥ª°»¢ ²¼±¿, ·²® ®¡³±«®¢«¨¢ ¥²
®±®¡¥®±²¨ ½«¥ª²°®»µ ±¢®©±²¢ ² ª¨µ ¢¥¹¥±²¢.



9.4. �®¤¥«¼ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ½«¥ª²°®®¢ 241

�±«¨ ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ±®±²®¨² ¨§ N ®¤®¢ «¥²»µ  ²®¬®¢ ± ½«¥ª-
²°® ¬¨ ¢ s-±®±²®¿¨¨, ²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®¡° §³¥²±¿ ®¤  ½¥°£¥²¨-
·¥±ª ¿ S-§® , ¢ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ° §°¥¸¥»¬¨ 2N ±®±²®¿¨©.
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¡« £®¤ °¿ ±¯¨®¢®¬³ ¢»°®¦¤¥¨¾ ®¤³ ¨ ²³ ¦¥
½¥°£¨¾ ¬®£³² ¨¬¥²¼ ¤¢  ½«¥ª²°®  ± ¯°®²¨¢®¯®«®¦® ®°¨¥²¨°®-
¢ »¬¨ ±¯¨ ¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ° §°¥¸¥»¥ ±®-
±²®¿¨¿ ¢ ½¥°£¥²¨·¥±ª®© §®¥ ®ª §»¢ ¾²±¿ § ¯®«¥»¬¨ ²®«¼ª®
 ¯®«®¢¨³.

� ±±¬ ²°¨¢ ¿ ª ª ¯°¨¬¥° ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ¨§ N  ²®¬®¢ ± ½«¥ª²°®-
 ¬¨ ¢ 1s22s22p6-±®±²®¿¨¿µ, ¬®¦® ±¤¥« ²¼ § ª«¾·¥¨¥ ® ²®¬,
·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®¡° §³¾²±¿ ®¤  1S-§® , ®¤  2S-§® , ²°¨
2P -§®», ¢ ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ° §°¥¸¥»¬¨ ¯® 2N
½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨©. � ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¢±¥ ½«¥ª²°®»¥ ±®±²®-
¿¨¿ ¢® ¢±¥µ §® µ ®ª §»¢ ¾²±¿ § ¿²»¬¨.

� ±±¬®²°¨¬,  ¯°¨¬¥°, ½«¥ª²°®®¥ ±²°®¥¨¥ ¬¥² ««¨·¥±ª®£®
 ²°¨¿, ½«¥ª²°®»©²¥°¬  ²®¬  ª®²®°®£® ¨¬¥¥² ¢¨¤: [1s22s22p6]3s.
�¥±¿²¼ ¢³²°¥¨µ ½«¥ª²°®®¢ ±®§¤ ¾² ¢  ²®¬¥ Na § ¬ª³²³¾ ®¡®-
«®·ª³, ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ½²¨ ½«¥ª²°®» ¯®«®±²¼¾ § ¯®«¿¾² ¯¥°¢»¥
5 ®·¥¼ ³§ª¨µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §®. �¤¨±²¢¥»© ¢¥¸¨© ½«¥ª-
²°®, ¯°¨µ®¤¿¹¨©±¿    ²®¬, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² § ¯®«¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥©
§®» ²®«¼ª®  ¯®«®¢¨³.

�²¥°¥±¥ ±«³· © ®¡° §®¢ ¨¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª®© §®®© ª °²¨»
¢ ª°¨±² «« µ  «¬ § , ª°¥¬¨¿ ¨ £¥°¬ ¨¿, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ±µ®¤»¬
±²°®¥¨¥¬ ¢ «¥²®© ®¡®«®·ª¨ (¯°¨¬¥° ¯® ®¡° §®¢ ¨¾ §®®©
±²°³ª²³°» ª°¨±² ««   «¬ §  ¯®ª §    °¨±. 9.7). � «¥²»¥

�¨±. 9.7. �¡° §®¢ ¨¥ §®®© ±²°³ª²³°»  «¬ § 

®¡®«®·ª¨ ±¢®¡®¤»µ  ²®¬®¢ ½²¨µ ½«¥¬¥²®¢ ®¡« ¤ ¾² ½«¥ª²°®®©
ª®´¨£³° ¶¨¥© s2p2 (¥±²¼ 4 ¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®  | ¯® ¤¢  ¢ s- ¨



242 �«.9. �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

°-±®±²®¿¨¿µ). � §®±²¨ ½¥°£¨© s- ¨ °-³°®¢¥© ¥¢¥«¨ª¨, ¯®-
½²®¬³ ¯°¨ ®¡° §®¢ ¨¨ ª°¨±² ««  ¯°®¨±µ®¤¨² ¨µ £¨¡°¨¤¨§ ¶¨¿,
¨  ²®¬» ¢±²³¯ ¾² ¢ ª®¢ «¥²³¾ ±¢¿§¼,  µ®¤¿±¼ ¥ ¢ ®±®¢®¬,
  ¢ ¢®§¡³¦¤¥®¬ ±®±²®¿¨¨, ¢ ª®²®°®¬ ®¤¨ ¨§ s-½«¥ª²°®®¢ ¯¥-
°¥µ®¤¨² ¢ £°³¯¯³ p. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ³£«¥°®¤  ¯°®¬¥¦³²®·®¥ ¢®§-
¡³¦¤¥®¥ ±®±²®¿¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯¨± ® ½«¥ª²°®»¬ ²¥°¬®¬:
[�¥]2s12p3. �®½²®¬³ ³ª § »¥ ·¥²»°¥ s- ¨ °-½«¥ª²°®  ®ª §»¢ -
¾²±¿   ¥§ ¯®«¥»µ ³°®¢¿µ ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢ «¥²»¬¨ ½«¥ª²°®-
 ¬¨, ±¯®±®¡»¬¨ ®¡° §®¢»¢ ²¼ À£¨¡°¨¤³¾ s°3-±¢¿§¼Á. � ±¨«³
 ¨§®²°®¯¨¨  ¯° ¢«¥®±²¨ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ½«¥ª²°®®¢ sp3-
±¢¿§¼ ±¯®±®¡±²¢³¥² ®¡° §®¢ ¨¾ ²¥²° ½¤°¨·¥±ª®©  ²®¬®© ±²°³ª-
²³°», ¢ · ±²®±²¨, ¨§ ³£«¥°®¤  ®¡° §³¥²±¿ ²¥²° ½¤° CC4 ¨ § -
²¥¬ | ¬®®ª°¨±² ««  «¬ § , ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨© ±®¡®© £¨£ ²±ª³¾
ª®¢ «¥²³¾ ¬®«¥ª³«³. �¡° ¹ ¿ ¢¨¬ ¨¥   µ ° ª²¥° § ¯®«¥-
¨¿ §®, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ®¤  ¨§ ¢¥°µ¨µ ¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥»µ
§® ®²¤¥«¥  ®² ¯³±²®© §®» § ·¨²¥«¼»¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¬ ¨²¥°-
¢ «®¬, ª®²®°»© ¿¢«¿¥²±¿ § ¯°¥¹¥®© §®®©. �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼,
·²® ³ª §  ¿   °¨±. 9.7 ª °²¨  § ¯®«¥¨¿ §® ¤¥©±²¢¨²¥«¼ 
²®«¼ª® ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥  ¡±®«¾²®£® ³«¿.

� ²®·ª¨ §°¥¨¿ §®®© ²¥®°¨¨ ®²±³²±²¢¨¥ ¬¥² ««¨·¥±ª®© ¯°®-
¢®¤¨¬®±²¨ ®§ · ¥² «¨¸¼, ·²® ¥² · ±²¨·® § ¯®«¥»µ §®,
². ¥. ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ (¯°¨ T = 0) ª ¦¤ ¿
§®  «¨¡® ¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥ , «¨¡® ¯®«®±²¼¾ ¯³±² . �¥©±²¢¨-
²¥«¼®, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ± ¥·¥²»¬ ·¨±«®¬ ¢ «¥²»µ
½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥ ( ¯°¨¬¥°, ¬¥² ««¨·¥±ª¨©  ²°¨©), ¬» ¢¨-

�¨±. 9.8. �® ¿ ±²°³ª²³°  ¤«¿: a | ¤¨½«¥ª²°¨ª  ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª ; ¡ |
¬¥² «« ; ¢ | ¬¥² ««  ± ¯¥°¥ª°»²¨¥¬ §®, ¯®«³¬¥² «« . � ¸²°¨µ®¢ » ®¡« ±²¨
§ ¿²»µ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨©

¤¨¬ (°¨±. 9.8), ·²® ¤ ¦¥ ¬ «®¥ ¢¥¸¥¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¥   ½«¥ª²°®
¬®¦¥² ¯¥°¥¢¥±²¨ ¥£® ¢ ®¢®¥ ª¢ ²®¢®¥ ±®±²®¿¨¥. � ª¨¥ ½«¥ª-



9.4. �®¤¥«¼ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ½«¥ª²°®®¢ 243

²°®» «¥£ª® ¯®¤¢¨¦» ¨ ±®±² ¢«¿¾² ½«¥ª²°®»© £ §, ¯¥°¥¬¥¹¥-
¨¥ ª®²®°®£® ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¯°¨¢®¤¨² ª ¢®§-
¨ª®¢¥¨¾ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ²®ª . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥·¥²®¥ ·¨±«®
¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥ ¤®«¦® ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ®¡° §®¢ ¨¾
¢¥¹¥±²¢ ± ¬¥² ««¨·¥±ª®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¼¾. � ¯°®²¨¢, ·¥²®¥ ·¨±«®
¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢ ¤®«¦® ®¡³±«®¢«¨¢ ²¼ ¢ ² ª¨µ ¢¥¹¥±²¢ µ
±¢®©±²¢  ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢. �²®¬³ ¯° ¢¨«³ µ®-
°®¸® ¯®¤·¨¿¾²±¿ ½«¥¬¥²» I, III, V ¨ VII £°³¯¯ �¥°¨®¤¨·¥±ª®©
±¨±²¥¬»: ®¨, ª ª ¯° ¢¨«®, ¯°®¢®¤¨ª¨ ¢ ²¢¥°¤®¬ ±®±²®¿¨¨ ¯°¨
®°¬ «¼»µ ³±«®¢¨¿µ. �¥¬¥² «« ¬¨ (¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨ ¨«¨ ¯®«³-
¯°®¢®¤¨ª ¬¨) ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥²» IVa-¯®¤£°³¯¯» (§  ¨±ª«¾·¥-
¨¥¬ ±¢¨¶ ), VIa-¯®¤£°³¯¯» ¨ VIII £°³¯¯».

� ¤¢³µ¢ «¥²»µ ¬¥² «« µ (Be, Mg, Ca, Sr, Ba), ¯°¨ ¤«¥-
¦ ¹¨µ II £°³¯¯¥, ª °²¨  ¡®«¥¥ ±«®¦ ¿. � ¯°®±²®© ¬®¤¥«¨ ½²¨
¢¥¹¥±²¢  ¤®«¦» ¡»²¼ ¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨, ®¤ ª® ®¨ ¯°®¢®¤¿² ²®ª,
µ®²¿ ¨µ ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ § ·¨²¥«¼® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ³ ®¤®¢ «¥²»µ
¬¥² ««®¢. � ±·¥²» §®®© ±²°³ª²³°» ¤«¿ ½²¨µ ¬¥² ««®¢ ¯®ª § «¨,
·²® ¢ ¨µ ±³¹¥±²¢³¥² ¯¥°¥ª°»²¨¥ ° §«¨·»µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §®,
±µ¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¯®ª § ®¥   °¨±. 9.8¢. �°¨ ½²®¬ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥
¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥®© ¨¦¿¿ §®  ¨ · ±²¨·® § ¯®«¿¥²±¿ ±«¥-
¤³¾¹ ¿ §  ¥© ¯® ½¥°£¨¨ §® . �±«¨ ¯¥°¥ª°»²¨¥ §® ¬ «®, £®¢®-
°¿² ® ±«³· ¥ ¯®«³¬¥² «« .

�   ¤   · ¨

9.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ § ·¥¨¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  k ¤«¿ £° ¥¶¥²°¨°®-
¢ ®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨, ¯®« £ ¿, ·²® ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤
u(r) exp (ikr).

9.2. �«¿ ±«³· ¿ ¤¢³¬¥°®© ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨ ¯®±²°®¨²¼ ¯®¢¥°µ-
®±²¼ �¥°¬¨ ¤«¿  ²®¬®¢ ± ®¤¨¬, ¤¢³¬¿, ²°¥¬¿ ¨ ·¥²»°¼¬¿ ¢ «¥²»¬¨
½«¥ª²°® ¬¨. �§®¡° §¨²¼ ¤ »¥ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ¯¥°¢®© §®¥ �°¨««¾½ .

9.3. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ±«³· ¿ ®¤®¬¥°®© °¥¸¥²ª¨ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥
½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ° §°»¢®¢   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ½ª¢¨¢ «¥²® ³±«®-
¢¨¾ ¡°½££®¢±ª®£® ®²° ¦¥¨¿ ½«¥ª²°®»µ ¢®«,   ¢®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨ ±¢®-
¡®¤®£® ½«¥ª²°®  ¢»°®¦¤¥».

9.4. �®« £ ¿ ¯®²¥¶¨ « ®¤®¬¥°®© °¥¸¥²ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²»¬ ¨§®¡° -
¦¥®¬³   °¨±. 9.1, ®¯°¥¤¥«¨²¼ § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¤«¿ ¢¥°µ¥£® ª° ¿
¯¥°¢®© §®» ¨ ¨¦¥£® ª° ¿ ¢²®°®© §®»   £° ¨¶¥ §®, ¥±«¨ U0 = 0;5;
q = 3; a = 5.

9.5. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤¢¨¦¥¨¥ ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥
¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ¯«®±ª®© ¢®«», ª¢ ² ~k ±®-
®²¢¥²±²¢³¥² ¨¬¯³«¼±³. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ½´´¥ª²¨¢®© ¬ ±±»
½«¥ª²°® .

9.6. �«¿ ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ±¨«¼®© ±¢¿§¨  ©²¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿
½¥°£¨¨ ¨¦¥£® ª° ¿ §®» ¤«¿ ±«³· ¿ ®¤®¬¥°®© °¥¸¥²ª¨ ± ¯¥°¨®¤®¬
�, ¯®²¥¶¨ « ª®²®°®© ¨¬¥¥² ¢¨¤ U (x) = �2 � cos x.


