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�°¨   «¨§¥ ³¯°³£¨µ ±¢®©±²¢ ª°¨±² ««®¢ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ª°¨±-
² «« ®¤®°®¤®© ¥¯°¥°»¢®© ±°¥¤®©, ¥ ³·¨²»¢ ¿ ¤¨±ª°¥²®±-
²¨ ¥£® ±²°®¥¨¿. � ®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ ª®²¨³ «¼-
»¬ ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ´®®®¬³ ±¯¥ª²°³, ¢§¿²®¬³ ¯°¨ K ! 0
(� ! 1) (¤«¨®¢®«®¢®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥). �®®²¢¥²±²¢¥®, ½²®
¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ®¯° ¢¤ ® ¯°¨ ¤«¨ µ ³¯°³£¨µ ¢®«, ¯°¥¢»¸ ¾-
¹¨µ 10�6 ±¬, ·²® ¬®£® ¡®«¼¸¥ ¬¥¦ ²®¬»µ ° ±±²®¿¨©, ¨ · ±²®-
² µ ¬¥¥¥ 1011�1012�¶.

�²  ®¡« ±²¼ · ±²®² ¨¬¥¥² ¡®«¼¸®¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®-
£® ²¥« . �«¼²° §¢³ª®¢»¥ ¢®«» ¨±¯®«¼§³¾² ¤«¿ ¨§¬¥°¥¨¿ ³¯°³£¨µ
¯®±²®¿»µ, ¨§³·¥¨¿ ¤¥´¥ª²®¢ ±²°®¥¨¿ ¨  £ °¬®¨§¬  ª°¨±-
² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨, ½«¥ª²°®®© ±²°³ª²³°» ¬¥² ««®¢ ¨ ±¢¥°µ-
¯°®¢®¤¨ª®¢. �³¹¥±²¢³¾² ¬®£®·¨±«¥»¥ ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯°¨-
¬¥¥¨¿ ¢®« ³«¼²° §¢³ª®¢»µ · ±²®²: ³«¼²° §¢³ª®¢ ¿ ¤¥´¥ª²®±ª®-
¯¨¿, ±¢ °ª  ¨ ®·¨±²ª  ¬¥² ««®¢, ¨§£®²®¢«¥¨¥ ½¬³«¼±¨© ¨ ². ¤.

�¿¤ ³¨ª «¼»µ (³¯°³£¨µ ¨ ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ) ±¢®©±²¢ ª°¨-
±² ««®¢  ¸¥« ¸¨°®ª®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥ ¢ ¯¼¥§®²¥µ¨ª¥ ¨  ª³±²®½«¥ª-
²°®¨ª¥.

6.1. � «»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ³¯°³£®© ±¯«®¸®© ±°¥¤»

�°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ³¯°³£®© ±¯«®¸®© ±°¥¤», ª ª ¨§®²°®¯®©, ² ª
¨  ¨§®²°®¯®©, ¥¥ · ±²¨¶» ±¬¥¹ ¾²±¿ ¨§ ±¢®¨µ ¯¥°¢® · «¼»µ
¯®«®¦¥¨©. �³±²¼ · ±²¨¶ ,  µ®¤¨¢¸ ¿±¿ ¤® ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢ ²®·ª¥,
®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ° ¤¨³±®¬-¢¥ª²®°®¬ r ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ xi (i = 1; 2; 3),
¯®±«¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ¯®«®¦¥¨¨ r0 ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ x0i.
�¢¥¤¥¬ ¢¥ª²®° ±¬¥¹¥¨¿:

u = r0 � r; ui = x0i � xi; (6.1)

§ ¤ ¾¹¨©  ¡±®«¾²³¾ ¤¥´®°¬ ¶¨¾ ±°¥¤». �·¥¢¨¤®, ·²® § ¤ -
¨¥ ¢® ¢±¥¬ ®¡º¥¬¥ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ u(r) ¯®«®±²¼¾
®¯°¥¤¥«¨² ¤¥´®°¬¨°®¢ ®¥ ±®±²®¿¨¥. �¤ ª® ³¤®¡¥¥ ¨±¯®«¼-
§®¢ ²¼ ®²®±¨²¥«¼»¥ ¢¥«¨·¨», ² ª¦¥ µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨¥ ¤¥´®°-
¬¨°®¢ ®¥ ±®±²®¿¨¥ ¨ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬ ±¢¿§ »¥ ± (6.1).
�±«®¢¨¬±¿, ·²® ¢±¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢
¯°¥¤¥« µ ¢»¯®«¥¨¿ § ª®  �³ª : ¢ ³¯°³£®¬ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¤¥-
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´®°¬ ¶¨¿ ¯°¿¬® ¯°®¯®°¶¨® «¼   ¯°¿¦¥¨¾. �·¨² ¥¬ ² ª¦¥,
·²® ¤¥´®°¬ ¶¨®»¥ ¶¨ª«» ®¡° ²¨¬». �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°¥¤±² -
¢¨²¼ ±¥¡¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¾ ³¯°³£®© ±°¥¤», ° ±±¬®²°¨¬ · ±²¨¶³ ¢¬¥±²¥
± ¥ª®²®°®© ¡¥±ª®¥·® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¼¾. �®£¤  ¬®¦® ° §«®-
¦¨²¼ ¤¥´®°¬ ¶¨¾   ²°¨ ¤¢¨¦¥¨¿:

1) ¯®±²³¯ ²¥«¼®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ · ±²¨¶» ¢¬¥±²¥ ± ®ª°¥±²®±²¼¾ ¨§
²®·ª¨ r ¢ ²®·ª³ r0;

2) ¯®¢®°®² ®ª°¥±²®±²¨ ª ª ¶¥«®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢®ª°³£ ¥ª®-
²®°®© ®±¨, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ · ±²¨¶³ (²®·ª³ r0);

3) ±®¡±²¢¥® ¤¥´®°¬ ¶¨¾, ². ¥. ² ª®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ®¤¨µ · -
±²¨¶ ®ª°¥±²®±²¨ ®²®±¨²¥«¼® ¤°³£¨µ, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¨§¬¥¿¾²±¿
° ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³ · ±²¨¶ ¬¨.

�®±²³¯ ²¥«¼®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ · ±²¨¶» ¢¬¥±²¥ ± ®ª°¥±²®±²¼¾
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬ u(r). �±² «¼»¥ ¤¢  ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿ § ¤ -
¾²±¿ ¯°®¨§¢®¤»¬¨ ¢¥ª²®°  ±¬¥¹¥¨¿ ¯® ª®®°¤¨ ² ¬.

�³±²¼ ¢³²°¨ ¥¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  § ¤   ®°²®-
£® «¼ ¿ ®°²®®°¬¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ², ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿

²°®©ª®© ¥¤¨¨·»µ ¢¥ª²®°®¢
i; j;k (°¨±. 6.1). �°¥¤¯®«®¦¨¬,
·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¬ «®© ®¤®-
°®¤®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¯°¨ ª®²®-
°®© ¢±¥ ½«¥¬¥² °»¥ ®¡º¥¬»
ª°¨±² ««  ¤¥´®°¬¨°³¾²±¿®¤¨-
 ª®¢®, ¤  ¿ ²°®©ª  ¢¥ª²®-
°®¢ ¨§¬¥¨«  ±¢®¾ ®°¨¥² -
¶¨¾, ¨ ¤«¨  ª ¦¤®£® ¨§ ¢¥ª-
²®°®¢ ² ª¦¥ ¨§¬¥¨« ±¼, ¢ °¥-
§³«¼² ²¥ ·¥£® ®¡° §®¢ « ±¼ ®-
¢ ¿ ²°®©ª  ¢¥ª²®°®¢ i0, j0; k0,
¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥ ®°²®£® «¼-
»µ ¨ ¥ ¥¤¨¨·»µ.

�¨±. 6.1. �®®°¤¨ ²»¥ ®±¨ ¤«¿ ®¯¨± -
¨¿ ³¯°³£®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ � ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸¨©

±«³· © ° ¢®¬¥°®£® ¨§¬¥¥-
¨¿ ° §¬¥°  ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ®¡° §¶  ¢¤®«¼ ®±¨X(�1) (°¨±. 6.2).
�¥ª²®° ±¬¥¹¥¨¿ ²®·ª¨ ¢¤®«¼ ½²®© ®±¨ ¡³¤¥² ¯°®¯®°¶¨® «¥ ° -
¤¨³±³-¢¥ª²®°³ r, ¤«¨  ª®²®°®£® ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ° ¢  x. �®£¤ 
¬®¦® § ¯¨± ²¼:

ux
x

=
u1
x

=
�l

l
; (6.2)

£¤¥ l, �l |  ¡±®«¾²®¥ § ·¥¨¥ ¨ ®²®±¨²¥«¼®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ° §-
¬¥°  ®¡° §¶  ¢¤®«¼ ®±¨ X . �®®²®¸¥¨¥ (6.2) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼
² ª:

ux = exxx; u1 = e11x: (6.3)
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�«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¯°¨° ¹¥¨© ª®½´´¨¶¨-
¥² ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ ¢ (6.3) ¡³¤¥² ° ¢¥

e11 =
@ux
@x

=
@u1
@x1

: (6.4)

�²  ¢¥«¨·¨  ®¯°¥¤¥«¿¥² ®²®±¨²¥«¼®¥ ° ±²¿¦¥¨¥ ®¡° §¶ 

�¨±. 6.2. �¤®°®¤ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ° ±²¿¦¥¨¿

¢¤®«¼ ®±¨ x. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®²®±¨²¥«¼»¥ ° ±²¿¦¥¨¿ ®¡° §¶ 
¢¤®«¼ ®±¥© y ¨ z ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± » ¢ ¢¨¤¥

e22 =
@u2
@y

; e33 =
@u3
@z

: (6.5)

�«¿ ®¯¨± ¨¿ ±¤¢¨£®¢»µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ¢»¤¥«¨¬ ¢³²°¨ ®¡° §¶ 
¬ «»© (½«¥¬¥² °»©) ®¡º¥¬, ª®²®°»© ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¿
¨§¬¥¿¥²±¿ ² ª, ·²® ¬¥¿¾²±¿ ³£«» ¬¥¦¤³ ¥£® °¥¡° ¬¨ (°¨±. 6.3).

�¨±. 6.3. �¤®°®¤ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ±¤¢¨£ 

�°¨ ² ª®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª³¡¨ª ¬®¦¥² ¯°¥¢° ²¨²¼±¿ ¢ ¯ ° ««¥«¥-
¯¨¯¥¤. �°®¥ª¶¨¨ ¢¥ª²®°  ±¬¥¹¥¨¿   ®±¨ x ¨ y ¬®¦® ¢»° §¨²¼
² ª:

tg

�
�

2

�
=

u1
y
; tg

�
�

2

�
=

u2
x
; (6.6)
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¨«¨, ¯°¨ ¬ «»µ ³£« µ ¤¥´®°¬ ¶¨¨

u1 =
�

2
y; u2 =

�

2
x: (6.7)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤¥´®°¬ ¶¨¾ ±¤¢¨£®¢®£® ²¨¯  ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ±
¯®¬®¹¼¾ ±®®²®¸¥¨© ¢¨¤ 

u1 = e12y; u2 = e21x; (6.8)

£¤¥

e12 = e21 =
�

2
: (6.9)

�±¯®«¼§³¿ (6.9), ½²¨ ¢¥«¨·¨»,   «®£¨·® (6.5), ¬®¦® ¯°¥¤±² -
¢¨²¼ ² ª:

e12 =
@u1
@y

=
@u1
@x2

; e21 =
@u2
@x

=
@u2
@x1

: (6.10)

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ®¤ ª®, ·²® ±¬¥¹¥¨¿ (6.7) ¨¬¥¾² ¥±ª®«¼ª® ¨®©
¢¨¤:

u1 =
�

2
y; u2 = ��

2
x: (6.11)

�®²¿ ±®®²®¸¥¨¿ (6.11)  ¯®¬¨ ¾² (6.7), ¯°¨ ² ª®¬ ¯¥°¥¬¥¹¥-
¨¨ ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬ ¯°¥²¥°¯¥¢ ¥² ¯°®±²®© ¯®¢®°®²   ³£®«
�=2 (°¨±. 6.4).

�°¨ ½²®¬ ®²®±¨²¥«¼®¥ ¯®«®¦¥¨¥  ²®¬®¢ ¢¥¹¥±²¢  ¥ ¬¥¿-
¥²±¿. �³¦® ¨±ª«¾·¨²¼ ·¨±²®¥ ¢° ¹¥¨¥ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤¥´®°-

�¨±. 6.4. �¤®°®¤»© ¯®¢®°®². �¥´®°¬ ¶¨© ¥²

¬ ¶¨¨ ±¤¢¨£ . �ª § ¨¥¬ ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ²®, ·²®, ¥±«¨ @u1=@y ¨
@u2=@x ° ¢» ¯® ¢¥«¨·¨¥ ¨ ¯°®²¨¢®¯®«®¦» ¯® § ª³, ¨ª ª®©
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¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¥². �²®¬³ ³±«®¢¨¾ ¬®¦® ³¤®¢«¥²¢®°¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾
®¯°¥¤¥«¥¨¿

e12 = e21 =
1

2

�
@u1
@y

+
@u2
@x

�
: (6.12)

�«¿ ¤°³£¨µ ±¤¢¨£®¢»µ ¤¥´®°¬ ¶¨©,   «®£¨·® (6.12), ¬®¦¥¬ § -
¯¨± ²¼:

e13 = e31 =
1

2

�
@u1
@z

+
@u3
@x

�
;

e23 = e32 =
1

2

�
@u2
@z

+
@u3
@y

�
:

(6.13)

� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¯°¨±³²±²¢³¾² ®¡  ²¨¯  ¤¥´®°¬ ¶¨¨,
¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¨ ¢¥«¨·¨» (6.4){(6.5), ¨ ¢¥«¨·¨» (6.12){
(6.13) ®¤¨¬ ±®®²®¸¥¨¥¬

eij =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
; (6.14)

£¤¥ ¨¤¥ª±» i, j ¯°®¡¥£ ¾² § ·¥¨¿ ®² 1 ¤® 3, µ1 � µ, µ2 � y,
x3 � z. �¯°¥¤¥«¥¨¥ (6.14) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®°
¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¤¥´®°¬ ¶¨©, ¨¬¥¾¹¨© 6 ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬¯®-
¥².

�®¤±·¨² ¥¬ ®²®±¨²¥«¼®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ¢
®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ r ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨. �±¯®«¼§³¿ (6.1), ¬®¦®
§ ¯¨± ²¼:

ui(r+ �r) = ui(r) +
@ui
@xk

�xk = ui(r) + eik�xk ; (6.15)

«¨¡® ¢ ¢¥ª²®°®© ´®°¬¥:

�r0i = �ri + eik�rk;

�r01 = (1 + e11)�r1 + e12�r2 + e13�r3;

�r02 = e12�r1 + (1 + e22)�r2 + e23�r3;

�r03 = e13�r1 + e23�r2 + (1 + e33)�r3

(6.16)

�°¨¨¬ ¿, ·²® j�r1j = j�r2j = j�r3j = 1, ¯®«³· ¥¬, ·²® ¯®±«¥
¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¥¤¨¨·»© ª³¡ �V = 1 ± °¥¡° ¬¨ �r1, �r2, �r3, ¡³¤¥²
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¨¬¥²¼ ®¡º¥¬

�V 0 = �r01[�r
0

2; �r
0

3] =

=

�������
1 + e11 e12 e13

e12 1 + e22 e23

e13 e23 1 + e33

������� �V �

� (1 + e11 + e22 + e33)�V: (6.17)

�°¨ § ¯¨±¨ (6.17) ¡»«¨ ®¯³¹¥» ¢±¥ ·«¥», ª°®¬¥ «¨¥©»µ.
�®£¤  ®²®±¨²¥«¼®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ®¡º¥¬  (®¡º¥¬®¥ ° ±¸¨°¥¨¥)
¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

� =
�V 0 � �V

�V
� e11 + e23 + e33; (6.18)

². ¥. ª ª ±³¬¬³ ¤¨ £® «¼»µ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  ¤¥´®°¬ ¶¨¨.
�°¨ ¢±¥±²®°®¥¬ ±¦ ²¨¨ ®¡º¥¬®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ ±·¨² ¾² ®²°¨¶ -
²¥«¼»¬.

6.2. �¥µ ¨·¥±ª¨¥  ¯°¿¦¥¨¿

�°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª°¨±² ««  ¢®§¨ª ¾² ±¨«» ³¯°³£®±²¨, ±²°¥-
¬¿¹¨¥±¿ ¢®±±² ®¢¨²¼  · «¼³¾ ª®´¨£³° ¶¨¾. � °¥§³«¼² ²¥
²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¯®¿¢«¿¾²±¿¬¥µ ¨·¥±ª¨¥  ¯°¿¦¥¨¿, ª®²®°»¥ ®¯°¥-
¤¥«¿¾² ª ª ±¨«», ¤¥©±²¢³¾¹¨¥   ¥¤¨¨·»¥ ¯«®¹ ¤ª¨ ¢³²°¨
ª°¨±² «« . � ²¢¥°¤»µ ²¥« µ ¢®§¬®¦» ª ª ®°¬ «¼»¥ (±¨«  ¤¥©-

±²¢³¥² ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®   ¥¤¨¨·³¾
¯«®¹ ¤ª³), ² ª ¨ ±¤¢¨£®¢»¥, ¨«¨ ² -
£¥¶¨ «¼»¥,  ¯°¿¦¥¨¿ (¤¥©±²¢³¾-
¹ ¿ ±¨«  «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ ¥¤¨¨·-
®© ¯«®¹ ¤ª¨). �«¿  ¨§®²°®¯®£®
²¢¥°¤®£® ²¥«  ±«¥¤³¥² ° §«¨· ²¼ 9ª®¬-
¯®¥² ²¥§®°   ¯°¿¦¥¨© �ij . � 

�¨±. 6.5. �®¬¯®¥²»  ¯°¿-
¦¥¨© ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

°¨±. 6.5 ¯®ª §  ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬
¢ ¢¨¤¥ ª³¡  ± £° ¿¬¨ ¥¤¨¨·®© ¯«®-
¹ ¤¨ ¨ ª®¬¯®¥² ¬¨  ¯°¿¦¥¨©.
�°¨¿²» ®¡®§ ·¥¨¿: ¯¥°¢»© ¨¤¥ª±
±®®²¢¥²±²¢³¥² ª®®°¤¨ ²®© ®±¨, ¢¤®«¼
ª®²®°®©  ¯° ¢«¥  ±¨« , ¢²®°®© ¨-

¤¥ª± | ®±¨, § ¤ ¾¹¥© ®°¨¥² ¶¨¾ ¥¤¨¨·®© ¯«®¹ ¤ª¨, ª ª®²®-
°®© ¯°¨«®¦¥  ±¨« . � ¯°¨¬¥°, ¢¥«¨·¨  �11 ®¡®§ · ¥² ª®¬¯®-
¥²³ ±¨«», ¤¥©±²¢³¾¹³¾ ¢¤®«¼ ®±¨ X1   ¥¤¨¨·³¾ ¯«®¹ ¤ª³,
¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°³¾ ½²®© ®±¨, ¢¥«¨·¨  �12 | ª®¬¯®¥²³ ±¨«»,
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¤¥©±²¢³¾¹³¾ ¢¤®«¼ ®±¨ X1   ¥¤¨¨·³¾ ¯«®¹ ¤ª³, ¯¥°¯¥¤¨ª³-
«¿°³¾ ª ®±¨ X2 ¨ ². ¯. �®¬¯®¥²» �11, �22, �33 ¿¢«¿¾²±¿ ®°-
¬ «¼»¬¨  ¯°¿¦¥¨¿¬¨, �12, �21, �13, �31, �23, �32 | ±¤¢¨£®-
¢»¬¨ (² £¥¶¨ «¼»¬¨)  ¯°¿¦¥¨¿¬¨.

�®ª ¦¥¬, ·²® ²¥§®°  ¯°¿¦¥¨© ±¨¬¬¥²°¨·¥. �«¿ ½²®£® ¤®-
±² ²®·® ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°®¥ª¶¨¾ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬ ,  µ®¤¿¹¥-
£®±¿ ¢ ° ¢®¢¥±¨¨ ¢³²°¨ ®¤®°®¤®£® ²¢¥°¤®£® ²¥« ,   ¯«®±ª®±²¼
XY (°¨±. 6.6).

�±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼,  ¯°¨¬¥°, ·²® �12 > �21, ²®, ®·¥¢¨¤®,
¢®§¨ª ¥² ¢° ¹ ¾¹¨© ¬¥µ ¨·¥±ª¨© ¬®¬¥², ±²°¥¬¿¹¨©±¿ ¯®-
¢¥°³²¼ ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬ ¯® · ±®¢®© ±²°¥«ª¥. �¤ ª® ½«¥¬¥-

�¨±. 6.6. � ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ ²¥§®°   ¯°¿¦¥¨©

² °»© ®¡º¥¬ ¢³²°¨  ¯°¿¦¥®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¤®«¦¥ ®±² -
¢ ²¼±¿ ¢ ° ¢®¢¥±¨¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ¢»¯®«¿-
«¨±¼ ³±«®¢¨¿ �12 = �21, �13 = �31, �23 = �32, ¨«¨, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³-
· ¥, �ij = �ji. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ²¥§®°  ¯°¿¦¥¨©
¨¬¥¥² 6 ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬¯®¥².

6.3. � ª® �³ª  ¨ ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ª°¨±² ««®¢

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® § ª® �³ª  ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¤«¿ «¾¡®£®
½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ®¤®°®¤®£® ²¢¥°¤®£® ²¥« , ². ¥. ·²®  ¯°¿-
¦¥¨¿ ¢±¾¤³ ¯°®¯®°¶¨® «¼» ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬. �®£« ±® § ª®³
�³ª , ª ¦¤ ¿ ª®¬¯®¥²   ¯°¿¦¥¨© «¨¥©® ±¢¿§   ± ª ¦¤®©
ª®¬¯®¥²®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨. �²¨ ±®®²®¸¥¨¿ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ®¡° -
§³¾² ±¨±²¥¬³ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ± 81 ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ª®²®°»¥
 §»¢ ¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨ ³¯°³£®© ¦¥±²ª®±²¨, ¨«¨ ¬®¤³«¿¬¨
³¯°³£®±²¨:
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�11 = C1111e11 + C1122e22 + C1133e33 + C1123e23 + C1113e13 + C1112e12;

�22 = C2211e11 + C2222e22 + C2233e33 + C2223e23 + C2213e13 + C2212e12;

�33 = C3311e11 + C3322e22 + C3333e33 + C3323e23 + C3313e13 + C3312e12;

�23 = C2311e11 + C2322e22 + C2333e33 + C2323e23 + C2313e13 + C2312e12;

�13 = C1311e11 + C1322e22 + C1333e33 + C1323e23 + C1313e13 + C1312e12;

�12 = C1211e11 + C1222e22 + C1233e33 + C1223e23 + C1213e13 + C1212e12:
(6.19)

�±®, ·²® ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°®¢ ¤¥´®°¬ ¶¨© ¨  ¯°¿¦¥-
¨©, ° ¢» ¬¥¦¤³ ±®¡®© ª®¬¯®¥²» ¢¨¤  Cijkl = Cijlk = Cjikl =
= Cjilk, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢ (6.19) ®±² ¥²±¿ 36 ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬-
¯®¥² Cijkl. � ±¢¥°³²®¬ ¢¨¤¥ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© (6.19) ¬®¦¥²
¡»²¼ ª®¬¯ ª²® § ¯¨±  , ¥±«¨ ¯°¨¬¥¨²¼ ¯° ¢¨«® ±³¬¬¨°®¢ ¨¿
�©¸²¥©  ¯® ¤¢ ¦¤» ¯®¢²®°¿¾¹¥¬³±¿ ¨¤¥ª±³:

�ij =
3X

k=1

3X
l=1

Cijklekl = Cijklekl: (6.20)

� «¥¥, ² ª¦¥ ª ª ¨ ¢ (6.20), ¯® ¤¢ ¦¤» ¯®¢²®°¿¾¹¥¬³±¿ ¨¤¥ª±³
¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥. �®½´´¨¶¨¥²»Cijkl ¢ (6.20) ®¡° -
§³¾² ²¥§®° 4 ° £ . � §¬¥°®±²¼ ¢¥«¨·¨ [C] = [�=¬2] = [� ].
� ¦¥©¸¨¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ±®®²®¸¥¨© (6.19) ¨ (6.20) ¿¢«¿¥²±¿ ²®,
·²®  ¯°¿¦¥¨¿ ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ±®¢¯ ¤ ¾² ¯®  ¯° -
¢«¥¨¾, ¯°¨·¥¬ ®°¬ «¼»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¬®£³² ¢»§»¢ ²¼ ±¤¢¨£®-
¢»¥  ¯°¿¦¥¨¿, ¨  ®¡®°®².

� ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°®¢ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¨  ¯°¿¦¥¨© ¿±®,
·²® ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¡®«¥¥ ½ª®®¬³¾ ´®°¬³ § ¯¨±¨, ¥±«¨ ¯°¨-
¿²¼ ±®£« ¸¥¨¥, ·²® ¯ °»¥ ¨¤¥ª±» ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± » ¢ ¬ -
²°¨·®© ´®°¬¥ ² ª (®¡®§ ·¥¨¿ �®µ² ):

11 , 1;

22 , 2;

33 , 3;

23; 32 , 4;

13; 31 , 5;

12; 21 , 6:

(6.21)

�®£¤  ³° ¢¥¨¿ (6.20) ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥ ¯°¨¬³² ¢¨¤

�� = C��e�; �; � = 1; : : : ; 6: (6.22)



6.3. � ª® �³ª  ¨ ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ª°¨±² ««®¢ 125

� ª® �³ª  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥ ¨ ·¥: ª ¦¤ ¿ ª®¬¯®¥² 
¤¥´®°¬ ¶¨¨ «¨¥©® ±¢¿§   ± ª ¦¤®© ª®¬¯®¥²®©  ¯°¿¦¥¨©:

eij = Sijkl�kl: (6.23)

�®½´´¨¶¨¥²» Sijkl ¢ (6.23) ®¡° §³¾² ²¥§®° 4 ° £  ¨  §»-
¢ ¾²±¿ ³¯°³£¨¬¨ ¯®¤ ²«¨¢®±²¿¬¨. � §¬¥°®±²¼ ½²¨µ ¢¥«¨·¨
[S] = [¬2=H]. � ª® �³ª  ¢ ´®°¬¥ (6.20) ®¡»·® ¯°¨¬¥¿¾² ¤«¿
®¯¨± ¨¿ ¯°®¶¥±±®¢ ¢ ³±«®¢¨¿µ ¯®±²®¿±²¢  ¤¥´®°¬ ¶¨©, ¨«¨
¢ ¬¥µ ¨·¥±ª¨ § ¦ ²®¬ ª°¨±² ««¥. �®°¬  (6.23) ¯°¨¬¥¿¥²±¿
¢ ³±«®¢¨¿µ ±¢®¡®¤»µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ª°¨±² ««  (ª°¨±² «« ¬¥µ ¨-
·¥±ª¨ ±¢®¡®¤¥) ¨ ¬ «®±²¨ ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ  ¯°¿¦¥¨©.

� ©¤¥¬ ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®© ½¥°£¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ¯®¤¢¥°£³-
²®£® ¬¥µ ¨·¥±ª®¬³  ¯°¿¦¥¨¾. �«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ¨§®²°®¯®¥
³¯°³£®¥ ²¥«® ± ¦¥±²ª®±²¼¾ k ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ±¨«» F ¤¥´®°¬¨°®-
¢ ®   ¢¥«¨·¨³ x, ° ¡®² , § ²° ·¥ ¿   ² ª³¾ ¤¥´®°¬ ¶¨¾,
¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥  ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§¢¥±²®£® ±®®²®¸¥¨¿:

w =
1

2
kx2: (6.24)

� «®£¨·® ¤«¿  ¨§®²°®¯®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®©
¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨, § ¯ ±¥®© §  ±·¥² ¢³²°¥¨µ  ¯°¿¦¥-
¨© ¢ ¬ ²¥°¨ «¥ ¢ «¾¡®© ¥£® ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬ , ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤-
±² ¢«¥  ² ª:

W =
1

2
Cijkleijekl: (6.25)

�¨´´¥°¥¶¨°³¿ (6.25) ¯® ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥-
¨¥ ¤«¿ ²¥§®°   ¯°¿¦¥¨© (6.20):

�ij =
@W

@eij
=

1

2

�
Cijklekl + Cijkleij

@ekl
@eij

�
=

=
1

2
(Cijklekl + Cijkleij�ki�lj) = Cijklekl; (6.26)

£¤¥ �ik | ±¨¬¢®« �°®¥ª¥° .
�¢ ¦¤» ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ ¯® ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±®®²®¸¥¨¥ (6.25)

¨«¨ ®¤¨ ° § | ±®®²®¸¥¨¥ (6.26), ¯®«³·¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥§®° 
³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ:

Cijkl =
@�ij
@ekl

=
@2W

@eij@ekl
: (6.27)

�§ ±®®²®¸¥¨¿ (6.27) ±«¥¤³¥², ·²® ¯®°¿¤®ª ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ -
¨¿ ¥ ¢ ¦¥, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¯ °» ¨¤¥ª±®¢ ij ¨ kl ¬®£³² ¡»²¼
¯¥°¥±² ¢«¥» ¡¥§ ¨§¬¥¥¨¿ ²¥§®°  Cijkl. � ®¥ ®¡±²®¿²¥«¼-
±²¢® ³¬¥¼¸ ¥² ·¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬¯®¥² ²¥§®° , ² ª ·²®,
 ¯°¨¬¥°, C1233 = C3312 ¨ ². ¯. � °¥§³«¼² ²¥ ¢ ± ¬®¬ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥
¨§ª®±¨¬¬¥²°¨·»µ ª°¨±² ««®¢ ²°¨£® «¼®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢¬¥±²®
36 ®±² ¥²±¿ 21 ¥§ ¢¨±¨¬ ¿ ª®¬¯®¥²  ²¥§®°  ³¯°³£®±²¨.
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6.4. �̄ °³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ¨ ³¯°³£¨© ¬®¤³«¼
¢±¥±²®°®¥£® ±¦ ²¨¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢

�¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ § ¢¨±¨² ®² ²®·¥·®©
±¨¬¬¥²°¨¨, ¨ ¤«¿ ± ¬»µ ¢»±®ª®±¨¬¬¥²°¨·»µ ª°¨±² ««®¢ | ª³-
¡¨·¥±ª¨µ | ¬¨¨¬ «¼® ¨ ° ¢® ²°¥¬: C11, C12, C44. �«¿ ¤®ª -
§ ²¥«¼±²¢  ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®© ½¥°£¨¨:

W =
1

2
Cijkleijekl =

1

2
(C1111e

2
11 + C2222e

2
22 + C3333e

2
33 +

+ 2C1112e11e12 + : : :+ 2C1122e11e22 + : : :+ 4C2323e
2
23 + : : :):

(6.28)

�®®°¤¨ ²»¥ ®±¨ X (X1), Y (X2), Z (X3) ¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨-
±² «« µ ½ª¢¨¢ «¥²», ¯®±ª®«¼ª³ ¯¥°¥¢®¤¿²±¿ ®¤  ¢ ¤°³£³¾ ¤¥©-
±²¢¨¥¬ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨,  ¯°¨¬¥° ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ²°¥²¼¥£®
¯®°¿¤ª  (·¥²»°¥ ² ª¨µ ®±¨ ¥¯°¥¬¥® ¯°¨±³²±²¢³¾² ¢ «¾¡®© ¨§
£°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢). �¨§¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 
¢¤®«¼ ½ª¢¨¢ «¥²»µ  ¯° ¢«¥¨© ² ª¦¥ ¤®«¦» ¡»²¼ ®¤¨ ª®¢».
� ¯°¨¬¥°, ¤®«¦  ¡»²¼ ®¤¨ ª®¢  ¦¥±²ª®±²¼   ° ±²¿¦¥¨¥ ª ª ¢
 ¯° ¢«¥¨¨ ®±¨ X , ² ª ¨ ®±¥© Y ¨ Z. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ ¨§¬¥-
¨²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®±¥© ¢ ¢»° ¦¥¨¨ (6.28), ½¥°£¨¿ ¨§¬¥¨²¼±¿ ¥
¤®«¦ . �®½²®¬³ ¤«¿ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿
° ¢¥±²¢ 

C1111 = C2222 = C3333: (6.29)
�³¡¨·¥±ª¨© ª°¨±² «« ±¨¬¬¥²°¨·¥ ¯°¨ ®²° ¦¥¨¨ ®²®±¨²¥«¼®
«¾¡®© ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© «¾¡®© ¨§ ®±¥© ª®-
®°¤¨ ². �¨·¥£® ¥ ¤®«¦® ¨§¬¥¨²¼±¿, ¥±«¨ § ¬¥¨²¼,  ¯°¨-
¬¥°, y ! �y. �® ² ª®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¬¥¿¥² ª®¬¯®¥²³ ¤¥´®°¬ -
¶¨¨ ¥µ³ ! �¥µ³ , ² ª ª ª ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ +³ ²¥¯¥°¼
¤®«¦® ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ �³. �²®¡» ¯°¨ ½²®¬ ¥ ¨§¬¥-
¿« ±¼ ½¥°£¨¿ ª°¨±² «« , �1112 ¤®«¦® ¯°¥¢° ²¨²¼±¿ ¢ ��1112.
�¤ ª® ®²° ¦¥»© ª°¨±² «« ¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®²  · «¼®£®, ¯®-
½²®¬³ ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿

C1112 = �C1112 = 0: (6.30)
�³«¾ ° ¢» ²®«¼ª® ²¥ ª®¬¯®¥²» ³¯°³£®±²¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨-
±² «« , ¤«¿ ª®²®°»µ ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ¨¤¥ª± (µ, ¨«¨ ³, ¨«¨ z) ª®-
®°¤¨ ²®© ®±¨ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¥·¥²®¥ ·¨±«® ° § (®¤¨ ¨«¨ ²°¨).
�°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ § ¬¥¨²¼ ¢±¥ ¨¤¥ª±» µ   ³ (¨«¨ z) ¨  ®¡®°®²,
ª®¬¯®¥²» ³¯°³£®±²¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¡³¤³² ¨¢ °¨ ²»
®²®±¨²¥«¼® ² ª®© § ¬¥». �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®±² ¾²±¿ «¨¸¼ ²°¨
¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨ ¥ ° ¢»µ ³«¾ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ³¯°³£¨µ ¯®-
±²®¿»µ:

C1111 = C2222 = C3333 = C11 = C22 = C33;
C1122 = C2233 = C1133 = C12 = C23 = C13;
C2323 = C1313 = C1212 = C44 = C55 = C66:

(6.31)
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�°¨ § ¯¨±¨ (6.31) ¢¢¥¤¥» ² ª¦¥, ±®£« ±® ¯° ¢¨«³ (6.21), ±®ª° -
¹¥»¥ (¬ ²°¨·»¥) ®¡®§ ·¥¨¿ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ.

�±¯®«¼§³¿ (6.31), ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®© ½¥°£¨¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨-
±² ««  ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

W =
1

2
Cijkleijekl =

1

2

�
C1111(e

2
11 + e222 + e233) +

+ 2C1122(e11e22 + e11e33 + e33e22) + 4C2323(e
2
23 + e213 + e212)

�
:

(6.32)

� ³·¥²®¬ ±ª § ®£®, § ª® �³ª  (6.19) ¤«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨-
±² ««®¢ ³¤®¡® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥:

(�1�2�3�4�5�6) =

=

0
BBBBBBBB@

C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44

1
CCCCCCCCA

0
BBBBBBBB@

e1

e2

e3

e4

e5

e6

1
CCCCCCCCA
: (6.33)

�«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ «¥£ª® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¡º¥¬»© ¬®-
¤³«¼ ³¯°³£®±²¨, ¢»° ¦¥»© ·¥°¥§ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨¥ ³¯°³£¨¥ ¯®-
±²®¿»¥. �³±²¼ ª°¨±² «« ¯®¤¢¥°£ ¥²±¿ ¢±¥±²®°®¥¬³ ° ±²¿¦¥-
¨¾, ² ª ·²® ®±² ¾²±¿ ¥³«¥¢»¬¨ ²®«¼ª® ² ª¨¥ ª®¬¯®¥²» ¤¥-
´®°¬ ¶¨¨:

e11 = e22 = e33 =
�

3
: (6.34)

�®¤±² ®¢ª  (6.34) ¢ (6.32) ¤ ¥² ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®© ½¥°£¨¨ ¢ ½²®¬
±«³· ¥:

W =
1

2
Cijkleijekl =

1

6
(C11 + 2C12)�

2: (6.35)

�¡º¥¬»© ¬®¤³«¼ ³¯°³£®±²¨ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±®®²-
®¸¥¨¿

W =
1

2
B�2

�
±°: W =

1

2
kx2
�
: (6.36)

�° ¢¨¢ ¿ (6.36) ¨ (6.35), ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³·¨¬:

B =
1

3
(C11 + 2C12): (6.37)
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�¦¨¬ ¥¬®±²¼ � ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¢¥«¨·¨ , ®¡° ² ¿ ®¡º¥¬®¬³
¬®¤³«¾ ³¯°³£®±²¨: � = B�1. �¨§¨·¥±ª¨ ®¡º¥¬»© ¬®¤³«¼ ³¯°³-
£®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥°®©  ¯°¿¦¥¨©, ¢®§¨ª ¾¹¨µ ¢ ª³¡¨·¥±ª®¬
ª°¨±² ««¥ ¯°¨ £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®¬ ±¦ ²¨¨ ¨«¨ ¢±¥±²®°®¥¬ ®¤®-
°®¤®¬ ° ±²¿¦¥¨¨.

6.5. �»·¨±«¥¨¥ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ
ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ¨®®£® ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ±® ±²°³ª-
²³°®© ²¨¯  NaCl. �°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª°¨±² ««  ¬¥¿¥²±¿ ¥£® ¯®-
²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿, ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®²®°®© ¥®¡µ®¤¨¬® § ²¼,
ª ª ¤¢¨¦³²±¿  ²®¬». �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼ ¯°¨¡«¨¦¥® ±«¥¤³¾-
¹¨© ¯°®±²®© § ª® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿: ¬¥¦¤³ ±®±¥¤¨¬¨  ²®¬ ¬¨
¤¥©±²¢³¾² ²®«¼ª® ¶¥²° «¼»¥, ². ¥. ¤¥©±²¢³¾¹¨¥ ¢¤®«¼ «¨¨¨,
±®¥¤¨¿¾¹¥© ¤¢  ±®±¥¤¨µ  ²®¬ , ±¨«», ¯°¨·¥¬ ¯°¨°®¤  ½²¨µ
±¨« | ª³«®®¢±ª ¿. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ³·¥±²¼ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ª ¦-
¤®£®  ²®¬  ± ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ª ¥¬³ ¨ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ §  ¡«¨¦ ©¸¨¬
±®±¥¤¿¬¨ (°¨±. 6.7). �°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ¯ °   ²®¬®¢ ±¢¿§  

�¨±. 6.7. �®¤¥«¼ ¨®®£® ª°¨±² ««  ± ¶¥²° «¼»¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬

¯°³¦¨®©. �±¥ ¯°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ Na ¨ Cl ¤®«¦» ¨¬¥²¼
®¤¨ ª®¢³¾ ¦¥±²ª®±²¼ k1. �°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨ Na ¨
¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨ Cl ¬®£³² ¨¬¥²¼ ° §³¾ ¦¥±²ª®±²¼, ® ¤«¿ ³¯°®¹¥-
¨¿ ¯°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ¨µ ¦¥±²ª®±²¼ ®¤¨ ª®¢  ¨ ° ¢  k2.

�  °¨±. 6.7 ¯®ª §   ®¤  ¨§ ¡ §®¢»µ ¯«®±ª®±²¥© ª°¨±² «« .
�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ ª°¨±² ««¥ ±³¹¥±²¢³¥² ®¤®°®¤ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿
eij . � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¡³¤³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¢±¥ ª®¬¯®¥²», ® ¯®ª 
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¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ± ²°¥¬¿ ª®¬¯®¥² ¬¨:
e11, e12, e22. �±«¨ ®¤¨ ¨§  ²®¬®¢ ¢»¡° ²¼ §   · «® ª®®°¤¨ ²,
²® ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ «¾¡®£® ¤°³£®£®  ²®¬  ¢ ¯«®±ª®±²¨ µ³ ¡³¤¥² § ¤ ®
³° ¢¥¨¿¬¨

u1 = e11x + e12y;

u2 = e12x + e22y:
(6.38)

�¡®§ ·¨¬ ®¬¥°®¬ 1  ²®¬  ²°¨¿ ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ µ = 0 ¨ ³ = 0
(°¨±. 6.8). �¡®§ · ¿ ° ±±²®¿¨¥ ¯® £®°¨§®² «¨ ¨ ¢¥°²¨ª «¨ ·¥-

�¨±. 6.8. �¬¥¹¥¨¿  ²®¬®¢ ¢ ¯«®±ª®±²¨ xy ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª°¨±² ««®¢

°¥§  , ¤«¿ ¡«¨¦ ©¸¨µ ¨ ±«¥¤³¾¹¨µ §  ¡«¨¦ ©¸¨¬¨  ²®¬®¢ ¢
±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± °¨±. 6.8 ¯®«³·¨¬ ª®¬¯®¥²» ±¬¥¹¥¨©, ¯°¨¢¥¤¥-
»¥ ¢ ² ¡«. 6.1.

�»·¨±«¨¬ ½¥°£¨¾, § ¯ ±¥³¾ ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢ ³¯°³£¨µ
±¢¿§¿µ  ²®¬®¢. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ £®°¨§®² «¼®© ¯°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³
 ²®¬ ¬¨ 1 ¨ 2 ¯®«³·¨¬:

w12 =
1

2
k1(e11a)

2: (6.39)

� ²®·®±²¼¾ ¤® ·«¥®¢ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  y-¯¥°¥¬¥¹¥¨¥  ²®¬  2 ¥
¢»§»¢ ¥²¨§¬¥¥¨¿ ¤«¨» ¯°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ 1 ¨ 2. �¤ -
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�  ¡ «¨ ¶   6.1. �¬¥¹¥¨¿  ²®¬®¢ ¢ ¯«®±ª®±²¨ xy
¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² «« 

�²®¬ �®®°¤¨ ²»
 ²®¬®¢

u1 u2 k

1 0, 0 0 0 {

2 a, 0 e11a e21a k1

3 a, a (e11 + e12)a (e21 + e22)a k2

4 0, a e12a e22a k1

5 �a, a (�e11 + e12)a (�e21 + e22)a k2

6 �a, 0 �e11a �e21a k1

7 �a, �a �(e11 + e12)a �(e21 + e22)a k2

8 0, �a �e12a �e22a k1

9 a, �a (e11 � e12)a (e21 � e22)a k2

ª®, ·²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ ½¥°£¨¾ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¤¨ £® «¼®© ¯°³¦¨-
ª¨, ³¦® ³·¥±²¼ ¨§¬¥¥¨¥ ¤«¨» ¯°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ 1{3.
�±µ®¤¿ ¨§ °¨±. 6.8, § ¯¨¸¥¬ ¤«¿ ®¢®© ¤«¨» ¯°³¦¨ª¨ 1{3:

l2 = (a+ u1)
2 + (a+ u2)

2 = 2a2 + 2au1 + 2au2 + u21 + u22 �
� 2(a2 + au1 + au2);

l =
p
2
p
a2 + au1 + au2 = a

p
2

�
1 +

1

a
(u1 + u2)

�1=2

�

� a
p
2

�
1 +

1

2a
(u1 + u2)

�
= l0 +

1p
2
(u1 + u2): (6.40)

�°¨ § ¯¨±¨ (6.40) ³·²¥®, ·²® ª®¬¯®¥²» ±¬¥¹¥¨© ¬ «» ¯®
±° ¢¥¨¾ ± ¬¥¦ ²®¬»¬ ° ±±²®¿¨¥¬, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¬®¦®
¯°¥¥¡°¥·¼ ª¢ ¤° ² ¬¨ ½²¨µ ¢¥«¨·¨. �®£¤  ¤«¿  ²®¬  3 ±¬¥¹¥-
¨¥ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±®±² ¢¨²

�l =
��u(3)

�� = 1p
2
(u1 + u2); (6.41)

¨ ¤«¿ ½¥°£¨¨ ¤¨ £® «¼®© ¯°³¦¨ª¨, ±¢¿§»¢ ¾¹¥©  ²®¬» 1 ¨
3, ± ³·¥²®¬ ² ¡«. 6.1, ¯®«³·¨¬:

w13 =
1

2
k2
��u(3)

��2 = 1

4
k2a

2(e11 + e21 + e12 + e22)
2: (6.42)

�²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¯®«³¾ ½¥°£¨¾ ¢±¥µ ¯°³¦¨®ª ¢ ¯«®±ª®±²¨ µ³,
¥®¡µ®¤¨¬® § ¯¨± ²¼ ±³¬¬³ ¨§ 8 ±« £ ¥¬»µ ¢¨¤  (6.39) ¨ (6.42).
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�¡®§ · ¿ ½²³ ½¥°£¨¾ ·¥°¥§ W0, ¯®«³·¨¬:

W0 =
a2

2

�
k1e

2
11 +

1

2
k2(e11 + e21 + e12 + e22)

2 + k1e
2
22+

+
1

2
k2(e11� e21� e12+ e22)

2+k1e
2
11+

1

2
k2(e11+ e21+ e12+ e22)

2+

+k1e
2
22 +

1

2
k2(e11 � e21 � e12 + e22)

2

�
: (6.43)

�®²¿ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²®«¼ª® µ- ¨ y-ª®¬¯®¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨,
¢ª« ¤ ¢ ¨µ ¤ ¾² À¯°³¦¨ª¨Á-¤¨ £® «¼»¥ ±®±¥¤¨, ° ±¯®«®¦¥-
»¥ ² ª¦¥ ¢¥ ¯«®±ª®±²¨ µ³. � ª¨µ ±®±¥¤¥© | 8. �»° ¦¥¨¥ ¤«¿
³¤«¨¥¨¿ ² ª¨µ ¤¨ £® «¼»µ ¯°³¦¨ ¡³¤¥²   «®£¨·® (6.41),
® ¢ ¥£® ¤®«¦  ¡»²¼ ¢ª«¾·¥  ª®¬¯®¥²  u3:

�el = 1p
2
(u1 + u3); �l̂ =

1p
2
(u2 + u3): (6.44)

�¤ ª® ¢ ±®®²®¸¥¨¿ ¤«¿ ½¥°£¨¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨© ¢ ¯«®±ª®±²¨
µ³ ¢¥«¨·¨  u3 ¥ ¢µ®¤¨², ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢ª« ¤ ®² ½²¨µ ¯°³¦¨
¨¬¥¥² ¢¨¤

W¤¨ £ = 4
k2
2

�
1p
2
e11a

�2

+ 4
k2
2

�
1p
2
e22a

�2

= k2a
2(e211 + e222):

(6.45)

�¥§³«¼²¨°³¾¹ ¿ ½¥°£¨¿ ° ¢  ±³¬¬¥ ±®®²®¸¥¨© (6.43) ¨ (6.45).
�¥®¡µ®¤¨¬®, ®¤ ª®, ¯°¨¿²¼ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ½²® | ³¤¢®¥®¥
§ ·¥¨¥ ½¥°£¨¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ±¢¿§ ®© ± ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¢  -
· «¥ ª®®°¤¨ ², ¯®±ª®«¼ª³   ª ¦¤»© ¨§ ¤¢³µ  ²®¬®¢, ±¢¿§ »µ
¯°³¦¨ª®©, ¤®«¦® ¯°¨µ®¤¨²¼±¿ ¯® 1=2 ¥¥ ½¥°£¨¨. �®±ª®«¼ª³
¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬   µ®¤¨²±¿ 1=a3  ²®¬®¢, ²® ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®©
½¥°£¨¨ ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ² ª:

W =
W0 +W¤¨ £

2a3
: (6.46)

�̄ °³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ±¢¿§ » ± ¯«®²®±²¼¾ ½¥°£¨¨ W ±®®²®¸¥-
¨¥¬ (6.32). �²®¡»  ©²¨ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  Cijkl, ³¦® ±° ¢-
¨²¼ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®¬¡¨ ¶¨¿µ ±²¥¯¥¥©
¤¥´®°¬ ¶¨© ¢ (6.46) ±   «®£¨·»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¢ ±³¬¬¥ (6.32).
� ¯°¨¬¥°,¬®¦¨²¥«¼ ¯°¨ e211 (e

2
22) ®¤¨ ª®¢ ¨ ° ¢¥ (1=a)(k1+2k2),

¯®½²®¬³ ¯®«³· ¥¬:

C1111 = C2222 =
1

a
(k1 + 2k2): (6.47)
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� «®£¨·® ¬®¦® ¯®«³·¨²¼:

C1122 = C2211 =
k2
a
: (6.48)

C1212 = C2121 =
k2
a
: (6.49)

�±¥ ®±² «¼»¥ ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ¢ ª³¡¨·¥±ª®¬ ª°¨±² ««¥ ° ¢»
³«¾. �±® ² ª¦¥, ·²® ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ¯°¿¬® ¯°®¯®°¶¨®-
 «¼» ±¨«®¢»¬ ª®±² ² ¬ ¨ ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼» ¤«¨¥
µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨ (° ±±²®¿¨¾ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨). �§ (6.48) ¨ (6.49)
±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¯°¨¿²®© ¬®¤¥«¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿  ²®¬®¢ ¯®±°¥¤-
±²¢®¬ ²®«¼ª® ¶¥²° «¼»µ ±¨« ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ° ¢¥±²¢®
³¯°³£¨µ ª®±² ²:

C1122 = C1212 (C12 = C23 = C13 = C44 = C55 = C66): (6.50)

� ¢¥±²¢® (6.50) ®±¨²  §¢ ¨¥ ±®®²®¸¥¨¿ �®¸¨. � ² ¡«. 6.2
¯°¨¢¥¤¥» § ·¥¨¿ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ ¥ª®²®°»µ ª³¡¨·¥±ª¨µ
ª°¨±² ««®¢.

�  ¡ «¨ ¶   6.2. �̄ °³£¨¥ ¯®±²®¿»¥
ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ (10 � )

�°¨±² «« �11 �12 �44

Na (210K) 0,055 0,042 0,049

K 0,046 0,037 0,026

Fe 2,37 1,41 1,16

Al 1,08 0,62 0,28

W 5,01 1,98 1,51

LiF 1,19 0,54 0,53

NaCl 0,486 0,127 0,128

KCl 0,40 0,062 0,062

NaBr 0,33 0,13 0,13

KI 0,27 0,043 0,042

MgO 2,86 0,87 1,48

Si 1,66 0,639 0,796

�«¬ § 10,76 1,25 5,76

�§   «¨§  ² ¡«. 6.2 ±«¥¤³¥², ·²® ±®®²®¸¥¨¥ �®¸¨ µ®°®¸®
¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ °¿¤  ¹¥«®·®-£ «®¨¤»µ ª°¨±² ««®¢, ±«¥¤®¢ -
²¥«¼®, ¢ ½²¨µ ª°¨±² «« µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¶¥²° «¼®±²¨ ±¨«
±¯° ¢¥¤«¨¢®. �³¦¥ ®¡±²®¨² ¤¥«® ± ¹¥«®·»¬¨ ¬¥² «« ¬¨, ® ¨ ¢
½²®¬ ±«³· ¥ ² ª®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¯°¨¡«¨¦¥® ¢¥°®. �¤ ª® ¤«¿
ª®¢ «¥²»µ ª°¨±² ««®¢ ¨ ¬¥² ««®¢ ¯¥°¥µ®¤»µ £°³¯¯ ±®®²®¸¥-
¨¥ �®¸¨ ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿, ·²® £®¢®°¨² ® ¥¶¥²° «¼®±²¨ ³¯°³-
£¨µ ±¨«. �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼ ² ª¦¥, ·²® § ·¥¨¿ ¬®¤³«¥© ³¯°³£®±²¨
ª®°°¥«¨°³¾² ± ²¢¥°¤®±²¼¾ ª°¨±² ««®¢ ¨ ¤®±²¨£ ¾² °¥ª®°¤»µ ¢¥-
«¨·¨ ¤«¿  «¬ § .
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6.6. �̄ °³£¨¥ ¢®«» ¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «« µ

�³±²¼   ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬ ª³¡¨·¥±ª®© ´®°¬» ¢³²°¨ ª°¨-
±² ««  ¤¥©±²¢³¾²  ¯°¿¦¥¨¿ (°¨±. 6.9). �³±²¼  ¯°¿¦¥¨¥, ¤¥©-

�¨±. 6.9. � ¯°¿¦¥¨¿ ¨ ±¨«» ¢ ½«¥¬¥² °®¬ ®¡º¥¬¥

±²¢³¾¹¥¥   £° ¼ µ, ° ¢® ��11(µ). �®£¤    ¯ ° ««¥«¼³¾
£° ¼ µ+ �µ ¤¥©±²¢³¥²  ¯°¿¦¥¨¥

�11(x+�x) � �11(x) +
@�11
@x

�x: (6.51)

�¥§³«¼²¨°³¾¹ ¿ ±¨« , ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ ¢¤®«¼ ®±¨ x   ½«¥¬¥² °»©
®¡º¥¬, ¡³¤¥² ° ¢ 

F1 = F1(x+ �x)� F1(x) =

�
@�11
@x

�x

�
�S =

�
@�11
@x

�x

�
�y�z:

(6.52)

�¥®¡µ®¤¨¬®, ®¤ ª®, ³·¥±²¼ ¢ª« ¤» ¢ ±¨«³ F1 ®²  ¯°¿¦¥¨©, ¤¥©-
±²¢³¾¹¨µ ¢¤®«¼ ®±¨ ³ ¨ z. � °¥§³«¼² ²¥ (6.52) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

F1 =

�
@�11
@x

+
@�12
@y

+
@�13
@z

�
�x�y�z =

@�1k
@xk

�V: (6.53)

�®¤®¡® (6.53) ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± » ª®¬¯®¥²» ±¨«» F2 ¨ F3.
� ¤°³£®© ±²®°®», ¤«¿ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ±³¬¬  ±¨« ° ¢  ¯°®-
¨§¢¥¤¥¨¾ ¬ ±±»   ³±ª®°¥¨¥ ½²®£® ®¡º¥¬ :

ma = ��V
@2u

@t2
; (6.54)

£¤¥ � | ¯«®²®±²¼ ª°¨±² «« . �®¯®±² ¢«¿¿ (6.54) ¨ (6.53), ± ³·¥-
²®¬ ª®¬¯®¥² F2 ¨ F3, ¬» ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿
· ±²¨¶ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥, ª®²®°»¥ ¢ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ¨¬¥¾² ´®°¬³

�
@2ui
@t2

=
@�ik
@xk

: (6.55)
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�±¯®«¼§³¿ § ª® �³ª  (6.20) ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥§®°  ¤¥´®°¬ ¶¨©
(6.14),± ³·¥²®¬ ±³¬¬¨°®¢ ¨¿¬®¦¥¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ³° ¢¥¨¿ (6.55)
¢ ¢¨¤¥

�
@2ui
@t2

= Ciklm
@elm
@xk

=

=
1

2
Ciklm

�
@2ul

@xk@xm
+

@2um
@xk@xl

�
= Ciklm

@2ul
@xk@xm

: (6.56)

�®®²®¸¥¨¿ (6.56) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ±¨±²¥¬³ ²°¥µ ¤¨´´¥-
°¥¶¨ «¼»µ ¢®«®¢»µ ³° ¢¥¨©, °¥¸¥¨¿ ª®²®°»µ ¡³¤¥¬ ¨±-
ª ²¼, ¢»¡° ¢ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨ ¬¥¿¾¹¨¥±¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¨ ¯°®±²° -
±²¢¥ ±¬¥¹¥¨¿ ¢ ¢¨¤¥ ¯«®±ª¨µ ¢®«:

ui = u0i exp
�
i(!t�Kpxp)

�
; (6.57)

£¤¥ ! | · ±²®² , K | ¢®«®¢®© ¢¥ª²®°, ®°¬ «¼»© ª ´°®²³
³¯°³£®© ¢®«». �«¿ ±«³· ¿ ¤«¨»µ ¢®« ¢¨¤ § ª®  ¤¨±¯¥°±¨¨
!(K) ¤«¿  ª³±²¨·¥±ª¨µ ´®®®¢ ®±®¡¥® ¯°®±²:

!(s) = v(s)§¢ K
(s); (6.58)

£¤¥ ¨¤¥ª± s = 1; 2; 3 ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°®¤®«¼®© ¨ ¤¢³¬ ±¤¢¨£®¢»¬
´®®»¬  ª³±²¨·¥±ª¨¬ ¢¥²¢¿¬, v§¢ | ±ª®°®±²¼ §¢³ª , ° §«¨· ¿
¤«¿ ¢±¥µ ²°¥µ ¬®¤. � ³·¥²®¬ (6.58) ±¬¥¹¥¨¿ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼
² ª:

ui = u0i exp

�
i!

�
t� xpnp

v§¢

��
; (6.59)

£¤¥ np | ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ¢®«®¢®© ®°¬ «¨, ±®¢¯ ¤ ¾¹¨© ¯®
 ¯° ¢«¥¨¾ ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬. �®¤±² ®¢ª  °¥¸¥¨© (6.59)
¢ ³° ¢¥¨¿ (6.56) ¯°¨¢®¤¨² ª ¢»° ¦¥¨¾

��!2ui = �Ciklm
!2

v2
nmnkul; (6.60)

«¨¡® X
k;l;m

(Ciklmnmnk � �v2§¢�il)ul = 0:

�®®²®¸¥¨¿ (6.60)| ½²® ³° ¢¥¨¿ �°¨±²®´´¥«¿, ª®²®°»¥ ¯°¥¤-
±² ¢«¿¾² ±®¡®© ±¨±²¥¬³ ¨§ ²°¥µ ®¤®°®¤»µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢-
¥¨© ®²®±¨²¥«¼® ¥¨§¢¥±²»µ ul ¨ ¿¢«¿¾²±¿ § ¤ ·¥©   ±®¡-
±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¨ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°». �° ¢¥¨¿ �°¨±²®´-
´¥«¿ ¿¢«¿¾²±¿ ®±®¢»¬¨ ¤«¿ ¨§³·¥¨¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ³¯°³£¨µ
¢®« ¢ ª°¨±² «« µ ¯°®¨§¢®«¼®© ±¨¬¬¥²°¨¨. �®§¬®¦»© ¢ª« ¤ ¢



6.6. �¯°³£¨¥ ¢®«» ¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «« µ 135

¢¥«¨·¨» ±ª®°®±²¥© ³¯°³£¨µ ¢®«, ±¢¿§ »© ± ¤°³£¨¬¨ ½´´¥ª-
² ¬¨,  ¯°¨¬¥°, ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ (®¯¨±  ¢ £«. 7), ³·¨²»¢ ¾²
¢ (6.60) ¤®¯®«¨²¥«¼®.

�¨±²¥¬  (6.60) ¡³¤¥² ±®¢¬¥±²®© ¨ ¨¬¥²¼ ¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥-
¨¥, ¥±«¨ ° ¢¥ ³«¾ ¥¥ ¤¥²¥°¬¨ ²:

det
��Ciklmnmnk � �v2§¢�il

�� = 0: (6.61)

�²® ±®®²®¸¥¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥ ª³¡¨·¥-
±ª®¥ ³° ¢¥¨¥, ª®°¨ ª®²®°®£® | 3 ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨¿, ®¯°¥-
¤¥«¿¾¹¨¥ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ³¯°³£¨µª®±² ² ¨ ±ª®°®±²¥©³¯°³£¨µ¢®«.
� ±±¬®²°¨¬,  ¯°¨¬¥°, ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ³¯°³£¨µ ¢®« ¢  ¯° ¢«¥-
¨¨ [110] ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² «« . �®±ª®«¼ª³ ¢¥ª²®°  ¯° ¢«¥¨¿
° ±¯°®±²° ¥¨¿ | ¥¤¨¨·»©:

n21 + n22 + n23 = 1; (6.62)

¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿

n1 = n2 =
1p
2
; n3 = 0: (6.63)

� ³·¥²®¬ (6.63) ¨ § ·¥¨© ²¥§®°  ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ (6.31)
³° ¢¥¨¥ (6.61) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤����������

1

2
(C11 + C44)� �v2§¢

1

2
(C12 + C44) 0

1

2
(C12+ C44)

1

2
(C11+ C44)�v

2
§¢ 0

0 0 C44 � �v2§¢

����������
= 0:

(6.64)

�²® ³° ¢¥¨¥ ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¤¢  | «¨¥©®¥ ¨ ª¢ ¤° ²®¥ ®²®-
±¨²¥«¼® �v2§¢:

C44 � �v2§¢ = 0;

�
1

2
(C11 + C44)� �v2§¢

�2

�
�
1

2
(C12 + C44

�2

=

=

�
1

2
(C11 + C44)� �v2§¢ +

1

2
(C12 + C44

�
�

�
�
1

2
(C11 + C44)� �v2§¢ �

1

2
(C12 + C44

�
= 0 (6.65)
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± ª®°¿¬¨:

�v21 = C44

�
v1 =

r
C44

�

�
;

�v22 =
1

2
(C11� C12)

�
v2 =

r
C11 � C12

2�

�
;

�v23 =
1

2
(C11+ C12 + 2C44)

�
v3 =

r
C11 + C12 + 2C44

2�

�
:

(6.66)

�¥¸¥¨¿ (6.66) ¯®ª §»¢ ¾² ±¢¿§¼ ´ §®¢»µ ±ª®°®±²¥© ³¯°³-
£¨µ ¢®« ¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ³¯°³£¨µ ¬®¤³«¥©. �°®¬¥
²®£®, ¥®¡µ®¤¨¬® ®¯°¥¤¥«¨²¼  ¯° ¢«¥¨¿ ±¬¥¹¥¨©, ±®§¤ ¢ ¥¬»µ
½²¨¬¨ ¢®« ¬¨ ¨, ²¥¬ ± ¬»¬, ¢»¿±¨²¼ ²¨¯» ¢®«. �«¿ ½²®£® ¡³-
¤¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯®¤±² ¢«¿²¼ ª ¦¤®¥ ¨§ °¥¸¥¨© (6.66) ¢ ³° ¢-
¥¨¿ �°¨±²®´´¥«¿ (6.60). � ·¥¬ ± ¯¥°¢®£® ¨§ °¥¸¥¨© (6.66):�

1

2
(C11 + C44)� C44

�
u
(1)
1 +

1

2
(C12+ C44)u

(1)
2 + 0 � u(1)3 = 0;

1

2
(C12+ C44)u

(1)
1 +

�
1

2
(C11 + C44)� C44

�
u
(1)
2 + 0 � u(1)3 = 0;

0 � u(1)1 + 0 � u(1)2 + (C44� C44)u
(1)
3 = 0:

(6.67)

�° ¢¥¨¿ (6.67) ¬®¦® ¯°¥®¡° §®¢ ²¼ ² ª:

au
(1)
1 + bu

(1)
2 = 0; bu

(1)
1 + au

(1)
2 = 0; (6.68)

£¤¥ a ¨ b | ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¬®¤³«¥© �11, �12 ¨ �44.

�¨±²¥¬  (6.68) ±®¢¬¥±² , ¥±«¨ u
(1)
1 = u

(1)
2 = 0. �®« £ ¿, ·²®

¢¥ª²®° ±¬¥¹¥¨¿ ² ª¦¥ ¨¬¥¥² ¥¤¨¨·³¾ ¤«¨³:

u21 + u22 + u23 = 1; (6.69)

¤«¿ ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®°  ±¬¥¹¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¯¥°¢®¬³ ¨§
±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© (6.66), ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³·¨¬:

u
(1)
1 = u

(1)
2 = 0; u

(1)
3 = 1: (6.70)

�®±ª®«¼ª³ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ ¤ ®© ¢®«»  ¯° ¢«¥  ¢¤®«¼  ¯° ¢«¥-
¨¿ [001], ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®£®  ¯° ¢«¥¨¾ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ [110],
¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ³¯°³£ ¿ ±¤¢¨£®¢ ¿ (¯®¯¥°¥·-
 ¿) ¢®« , ¥¥ ²¨¯ ®¡»·® ®¡®§ · ¾² ¡³ª¢®© S (shear). �®¤±² -
¢«¿¿ ®±² ¢¸¨¥±¿ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ¬®¦¥¬ ¯®«³·¨²¼   «®-
£¨·»¬ ¯³²¥¬  ¯° ¢«¥¨¿ ¤¢³µ ¤°³£¨µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢.



6.6. �¯°³£¨¥ ¢®«» ¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «« µ 137

�¡¹¨© °¥§³«¼² ² ¤«¿  ¯° ¢«¥¨¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ [110] ±®±²®¨²
¢ ²®¬, ·²® ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ²°¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ³¯°³£¨µ ¢®«», ¨§
ª®²®°»µ ®¤  | ¯°®¤®«¼ ¿ L (longitudinal) ¨ ¤¢¥ | ±¤¢¨£®¢»¥
S1 ¨ S2, ±ª®°®±²¨ ¢±¥µ ²°¥µ ¢®« ° §«¨·» ¨ § ¤ » ®¯°¥¤¥«¥-
»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ (² ¡«. 6.3).

�  ¡ «¨¶   6.3. �̄ °³£¨¥ ¢®«» ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [110] ª³¡¨·¥±ª¨µ
ª°¨±² ««®¢

� ¯° ¢«¥¨¥ ±¬¥¹¥¨¿
(¯®«¿°¨§ ¶¨¿)

�¨¯ ¢®«» �ª®°®±²¼

[001] S1 v1 =

r
C44

�

[110] S2 v2 =

r
C11 � C12

2�

[110] L v3 =

r
C11 + C12 + 2C44

2�

�§   «¨§  ² ¡«. 6.3 ±«¥¤³¥², ·²®, ¨§¬¥°¨¢ ±ª®°®±²¨ ³¯°³£¨µ
¢®« ¢ ¤ ®¬  ¯° ¢«¥¨¨, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ 3 ¥§ ¢¨±¨¬»µ ³° ¢-
¥¨¿ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢±¥µ ²°¥µ ³¯°³£¨µ ª®±² ² ª³¡¨·¥±ª®£®
ª°¨±² «« . �±® ² ª¦¥, ·²® ±¬¥¹¥¨¿ ¢±¥µ ²°¥µ ¢®« ±®±² ¢«¿¾²
²°®©ª³ ®°²®£® «¼»µ ¢¥ª²®°®¢. �¤ ª® ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [100] ¬®¦-
® ¯®«³·¨²¼ ¥¹¥ ¡®«¥¥ ¯°®±²»¥ ±®®²®¸¥¨¿ (² ¡«. 6.4).

�  ¡ «¨ ¶   6.4. �̄ °³£¨¥ ¢®«» ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [100]
¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «« µ

� ¯° ¢«¥¨¥ ±¬¥¹¥¨¿
(¯®«¿°¨§ ¶¨¿)

�¨¯ ¢®«» �ª®°®±²¼

�¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ (100) S v1 =

r
C44

�

[100] L v2 =

r
C11

�

�§ ² ¡«. 6.4 ¿±®, ·²® ±ª®°®±²¼ ¯°®¤®«¼®© ¢®«» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
²®«¼ª® ª®±² ²®© �11,   ±ª®°®±²¼ ±¤¢¨£®¢®© | ²®«¼ª® ª®±² -
²®© �44. �¤¢¨£®¢»¥ ¢®«» ¢ ¤ ®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¥° §«¨·¨¬» ¯®
±ª®°®±²¿¬, ¨µ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ (100), ¯¥°¯¥¤¨ª³-
«¿°®©  ¯° ¢«¥¨¾ ° ±¯°®±²° ¥¨¿. � ¯° ¢«¥¨¿, ¢ ª®²®°»µ
±ª®°®±²¨ ±¤¢¨£®¢»µ ¢®« ®¤¨ ª®¢»,  §»¢ ¾²±¿  ª³±²¨·¥±ª¨¬¨
®±¿¬¨.
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� ·¥±²¢¥®   «®£¨·»¥ °¥§³«¼² ²» ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ¨
¤«¿ ¤°³£¨µ  ¯° ¢«¥¨© ¢ ª°¨±² ««¥:

1) ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ²°¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ³¯°³£¨µ ¢®«», ª ¦-
¤ ¿ ±® ±¢®¥© ±ª®°®±²¼¾. � · ±²»µ ±«³· ¿µ  ª³±²¨·¥±ª¨µ ®±¥©
±ª®°®±²¨ ±¤¢¨£®¢»µ ¢®« ±®¢¯ ¤ ¾²;

2) ³¯°³£¨¥ ±¬¥¹¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ½²¨¬ ¢®« ¬, ®¡° §³¾²
®°²®£® «¼³¾ ²°®©ª³ ¢¥ª²®°®¢.

� ±¯°®±²° ¥¨¥ ¢®« ¢  ¯° ¢«¥¨¿µ  ª³±²¨·¥±ª¨µ ®±¥© ¯®-
¤®¡® ±«³· ¾ ¨§®²°®¯®© ³¯°³£®© ±°¥¤», ¤«¿ ª®²®°®© ±³¹¥±²¢³¾²
²®«¼ª® ¤¢¥ ¥ ° ¢»µ ³«¾ ª®±² ²»:

C11 ¨ C44 =
1

2
(C11 � C12): (6.71)

�§ (6.71) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ C11 � C12 ¢»¯®«¿¥²±¿ �44 ! 0, ². ¥.
² ª®¥ ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ²¥°¿¥² ±¯®±®¡®±²¼ ¯°®²¨¢®¤¥©±²¢®¢ ²¼ ±¤¢¨£®-
¢»¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬, ¨ ¥£® ª°¨±² ««¨·¥±ª ¿ °¥¸¥²ª  ±² ®¢¨²±¿ ¥-
³±²®©·¨¢®©,  ¯°¨¬¥°, ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ¯« ¢«¥¨¿. �®-
®¡¹¥, ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ¯®¢¥¤¥¨¿ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ ¯°¨ ¤¥©±²¢¨¨
  ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ¤ ¢«¥¨©, ²¥¬¯¥° ²³°» ¨ ¤°³£¨µ ¢¥¸¨µ ¢®§¤¥©-
±²¢¨© ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ¢ ¦³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ¯°®¨±µ®¤¿¹¨µ
¯°®¶¥±± µ, ¢ ®±®¡¥®±²¨, ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢ ° §-
«¨·®© ¯°¨°®¤».

�° ¢¥¨¿, ¯®¤®¡»¥ ¯°¨¢¥¤¥»¬ ¢ ² ¡«. 6.3 ¨ 6.4, ¬®£³²
¡»²¼ ¯®«³·¥» ¨ ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ¯°®¨§¢®«¼®© ±¨¬¬¥²°¨¨, ±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, ¨§¬¥°¿¿ ±ª®°®±²¨ §¢³ª®¢»µ ¢®« ° §«¨·»µ ²¨¯®¢ ¢
®¯°¥¤¥«¥»µ  ¯° ¢«¥¨¿µ, ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, ± ³·¥²®¬ ¢®§¬®¦-
»µ ¤°³£¨µ ½´´¥ª²®¢, ¢±¥ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿-
»µ.

6.7. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥
±ª®°®±²¥© ³¯°³£¨µ ¢®«

�³¹¥±²¢³¥² ¤®¢®«¼® ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¬¥-
²®¤®¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ³¯°³£¨µ ª®±² ², ®¤ ª® ¢±¥ ®¨ ¬®£³² ¡»²¼
° §¤¥«¥»   ¤¢¥ ¡®«¼¸¨¥ £°³¯¯»: °¥§® ±»¥ ¨ ¨¬¯³«¼±»¥. �
¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ®¡° §¥¶ ®¯°¥¤¥«¥®© ´®°¬» ± ¨§¢¥±²»¬¨ ° §¬¥-
° ¬¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© °¥§® ²®°, ¨ ¢ ¥¬ ²¥¬ ¨«¨ ¨»¬ ±¯®±®-
¡®¬ ¢®§¡³¦¤ ¾²±¿ ³¯°³£¨¥ ª®«¥¡ ¨¿, ª®²®°»¥ ¤®±²¨£ ¾² ¬ ª±¨-
¬ «¼®©  ¬¯«¨²³¤» ¯°¨ ±®¢¯ ¤¥¨¨ · ±²®²» ¢»³¦¤ ¾¹¥© ±¨«»
± ±®¡±²¢¥®© °¥§® ±®© · ±²®²®©. � ·¥¨¥ °¥§® ±®© · -
±²®²» ¨±¯®«¼§³¾² ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ. �¤ ª®
§ ·¨²¥«¼® ¡®«¥¥ ³¤®¡» ¨ ¯®«³·¨«¨ ¸¨°®ª®¥ ° ±¯°®±²° ¥¨¥
¨¬¯³«¼±»¥ ¬¥²®¤» ¨§¬¥°¥¨¿ ±ª®°®±²¥© ¨ § ²³µ ¨¿ §¢³ª®¢»µ
¢®«. �°¨¶¨¯ ² ª¨µ ¬¥²®¤®¢ ®±®¢    ¨§¬¥°¥¨¨ ¢°¥¬¥¨
° ±¯°®±²° ¥¨¿ ³«¼²° §¢³ª®¢®£® ¨¬¯³«¼±  ¢ ¨±±«¥¤³¥¬®¬ ®¡° §¶¥



6.7. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ±ª®°®±²¥© ³¯°³£¨µ ¢®« 139

(°¨±. 6.10). �¥°¨¿ ¨¬¯³«¼±®¢ ¬ «®© ¤«¨²¥«¼®±²¨ ± ¡®«¼¸®©  ¬-
¯«¨²³¤®© ¯®¤ ¥²±¿ ± £¥¥° ²®°  1   ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ¯°¥®¡° -
§®¢ ²¥«¼ 2. �®°®²ª¨¥ ¨¬¯³«¼±» ¨¬¥¾² ±«®¦»© ±¯¥ª²°, ¢ª«¾· -

�¨±. 6.10. �«®ª-±µ¥¬  ³«¼²° §¢³ª®¢®£® ¨¬¯³«¼±®£® ¬¥²®¤ : 1| £¥¥° ²®° ¬®¹-
»µ ¢¨¤¥®¨¬¯³«¼±®¢, 2 | ¯¼¥§®¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¼, 3 | ®¡° §¥¶, 4 | ³±¨«¨²¥«¼,
5 | ®±¶¨««®£° ´, 6 | ±¨µ°®¨§¨°³¾¹¨© £¥¥° ²®°

¾¹¨© ¢ ±¥¡¿ ¢»±®ª®· ±²®²»¥ £ °¬®¨ª¨. �«¿ £¥¥° ¶¨¨  ª³-
±²¨·¥±ª¨µ ¢®« ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬ ¢»°¥§ »¥
¯« ±²¨ª¨ ¨§ ª°¨±² ««  ª¢ °¶ , ®¡« ¤ ¾¹¥£® ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬
½´´¥ª²®¬ | ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¨. � ² ª¨µ ª°¨±-
² «« µ ¯°¨«®¦¥¨¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ¯° ¢«¥¨¨ ¯¥°¥¬¥®£® ½«¥ª-
²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢»§»¢ ¥² ²¥ ¨«¨ ¨»¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¤¥´®°¬ -
¶¨¨. �¼¥§®¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¼, ¢®§¡³¦¤ ¿±¼ ¨¬¯³«¼±®¬   ±®¡±²¢¥-
®© °¥§® ±®© · ±²®²¥, ¡«¨§ª®© ª ª ª®©-«¨¡® ¨§ £ °¬®¨ª ¨¬-
¯³«¼± , £¥¥°¨°³¥² ¯°®¤®«¼»¥ ¨«¨ ±¤¢¨£®¢»¥ ³¯°³£¨¥ ª®«¥¡ ¨¿,
ª®²®°»¥ ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ¢ ®¡° §¶¥ 3, ¨ ®²° ¦ ¿±¼ ®² ¯®«¨°®¢ -
®£® ±¢®¡®¤®£® ²®°¶  ®¡° §¶ , ¤¥²¥ª²¨°³¾²±¿ ²¥¬ ¦¥ ¯°¥®¡° §®¢ -
²¥«¥¬. �±¨«¨²¥«¼ 4 ³±¨«¨¢ ¥² ±¥°¨¾ ±« ¡»µ ®²° ¦¥»µ ¢ ®¡° §¶¥
¨¬¯³«¼±®¢ ¤«¿ ¨µ ¢¨§³ «¼®£® ¢®±¯°®¨§¢¥¤¥¨¿   ½ª° ¥ ®±¶¨«-
«®£° ´  5. �¨¯¨· ¿ ±¥°¨¿ ¨¬¯³«¼±®¢ ¯®ª §     °¨±. 6.11. �¨-

�¨±. 6.11. �±¶¨««®£° ¬¬  ®²° ¦¥»µ § ²³µ ¾¹¨µ ¨¬¯³«¼±®¢

µ°®¨§¨°³¾¹¨© £¥¥° ²®° 6 ¥®¡µ®¤¨¬ ¤«¿ ¨§¬¥°¥¨¿ ¢°¥¬¥»µ
¨²¥°¢ «®¢ �T ¬¥¦¤³ ®²° ¦¥»¬¨ ¨¬¯³«¼± ¬¨ (°¨±. 6.11).
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�̄ °³£¨¥ ¨¬¯³«¼±» ¢ ®¡° §¶¥ ¡³¤³² ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ®² ²®°¶  ª
²®°¶³ ¤® ¯®«®£® ° ±±¥¿¨¿ ½¥°£¨¨, ¯®½²®¬³ ¨µ  ¬¯«¨²³¤  ¡³¤¥²
³¬¥¼¸ ²¼±¿. �»·¨±«¥¨¥ ±ª®°®±²¨ ³¯°³£®© ¢®«», ¯°¨ ¨§¢¥±²-
®© ¤«¨¥ ®¡° §¶  L, ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® ¯°®±²®© ´®°¬³«¥:

v§¢ =
2L

�T
; (6.72)

¯®±ª®«¼ª³ ¢°¥¬¥®© ¯°®¬¥¦³²®ª �T ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¢®©®¬³ ¯°®-
µ®¦¤¥¨¾  ª³±²¨·¥±ª®£® ¨¬¯³«¼±  ¢ ®¡° §¶¥.

�   ¤   · ¨

6.1. � ©²¨ ¢»° ¦¥¨¿ ¬®¤³«¥© ³¯°³£®±²¨ ·¥°¥§ ³¯°³£¨¥ ¯®¤ ²«¨¢®-
±²¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² «« .

6.2. � ©²¨ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²  �³ ±±®  (®²®¸¥¨¥ ¯®-
¯¥°¥·®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡° §¶  ª ¯°®¤®«¼®© ¢ § ¤ ®¬  ¯° ¢«¥¨¨)
ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ·¥°¥§ ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥, ¥±«¨ ª°¨±² «« ¯®¤-
¢¥°£³² ° ±²¿¦¥¨¾ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [010].

6.3. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ±«³· ¥ £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®£® ±¦ ²¨¿ ®¡º¥¬»© ¬®-
¤³«¼ ³¯°³£®±²¨ B = (C11 + 2C12)=3.

6.4. �®«³·¨²¼ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¬®¤³«¿ �£  (®²®¸¥¨¥ ¯°®¤®«¼»µ  -
¯°¿¦¥¨© ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨©) ¨ ¬®¤³«¿ ±¤¢¨£  (®²®¸¥¨¥ ª ± ²¥«¼®£®  -
¯°¿¦¥¨¿ ª ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±¤¢¨£ ) ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ®² ³¯°³£¨µ ¯®-
¤ ²«¨¢®±²¥© ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [310].

6.5. �®¤³«¨ ³¯°³£®© ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ¬®®ª°¨±² «« 
Bi12GeO20 S11 = 8;5 � 10�11¬2/�, S12 = �0;91 � 10�11¬2/� ¨ S44 =
= 38 � 10�11¬2/�, ¯«®²®±²¼ 9200ª£/¬3. � ©²¨ § ·¥¨¿ ±ª®°®±²¥©
§¢³ª  ¢  ¯° ¢«¥¨¿µ [100], [010], [001], [110], [110], [111]. �¡º¿±¨²¼
¯®«³·¥®¥ ° §«¨·¨¥ ¢ ±ª®°®±²¨ ¯°®¤®«¼®© ¢®«» ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [111]
± ² ¡«¨·»¬, ª®²®°®¥ ° ¢® 3600 ¬/±.


