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�¥¯«®¢»¥ ±¢®©±²¢  ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ | ²¥¯«®¥¬-
ª®±²¼, ²¥¯«®¢®¥ ° ±¸¨°¥¨¥, ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼ | ±¢¿§ », ¯°¥¦-
¤¥ ¢±¥£®, ± ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®©. � ¬¥² «« µ ¢ª« ¤ ½«¥ª²-
°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢ ®¡¹³¾ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬®¦® § ¬¥²¨²¼ ²®«¼ª®
¯°¨ ®·¥¼ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, ¨ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ª°¨±² ««®¢ ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ª®«¥¡ ¨¿¬¨ ¨®®¢.

5.1. �¥¯«®¥¬ª®±²¼ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨

�¡»·® ¢ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨µ ° ±·¥² µ ¯°®¹¥ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ²¥¯«®-
¥¬ª®±²¼¾ ¯°¨ ¯®±²®¿®¬ ®¡º¥¬¥ CV ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ½ª±¯¥°¨¬¥-
² «¼® ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¯°¨ ¯®±²®¿®¬ ¤ ¢«¥¨¨ C°.
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ±®§¤ ¨¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ ³±«®¢¨© ¯®±²®¿±²¢ 
®¡º¥¬  ²¢¥°¤®£® ²¥«  ®§ · ¥² ®²±³²±²¢¨¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨. �®±«¥¤¥¥
¢®§¬®¦®, ¥±«¨ ®ª°³¦¨²¼ ¨±±«¥¤³¥¬»© ®¡° §¥¶ ±°¥¤®© ± ¡¥±ª®¥·-
®© ¦¥±²ª®±²¼¾, ·²® ¢ °¥ «¼®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥   ¨§ª¨µ · ±²®-
² µ ¨«¨ ¢ ±² ²¨·¥±ª®¬ °¥¦¨¬¥ ¥®±³¹¥±²¢¨¬®. � ¯°®²¨¢, ®¡»·®
¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ ¬¥µ ¨·¥±ª¨ ±¢®¡®¤®£® ®¡° §¶ , ². ¥. ¬¥µ -
¨·¥±ª¨¥  ¯°¿¦¥¨¿ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¯®±²®¿» ¨«¨ ®²±³²±²¢³¾².
�«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ ¢¥«¨·¨» ²¥¯«®¥¬ª®±²¥© ±¢¿§ » ²¥°-
¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ ±®®²®¸¥¨¥¬

Cp � CV = 6�2BV T; (5.1)

£¤¥ � | «¨¥©»© ª®½´´¨¶¨¥² ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿, V |
®¡º¥¬, B | ³¯°³£¨© ¬®¤³«¼ ¢±¥±²®°®¥£® ±¦ ²¨¿, T |  ¡±®«¾²-
 ¿ ²¥¬¯¥° ²³° . �¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨
¯°¨ ¯®±²®¿®¬ ®¡º¥¬¥ CV ¤ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬
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£¤¥ S | ½²°®¯¨¿, U | ¢³²°¥¿¿ ½¥°£¨¿.
�¥°¥·¨±«¨¬ ®±®¢»¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ °¥§³«¼² ²», ®²®±¿-

¹¨¥±¿ ª ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤»µ ²¥«.
1. �°¨ ª®¬ ²»µ ¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¡®«¼-

¸¨±²¢  ²¢¥°¤»µ ²¥« ±²°¥¬¨²±¿ ª ®¤®¬³ § ·¥¨¾CV ! 3NAkB �� 25�¦/(¬®«¼ � �) (NA | ¯®±²®¿ ¿ �¢®£ ¤°®, kB | ª®±² ² 
�®«¼¶¬  ). �²® § ·¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² § ª®³ �¾«®£  ¨ �²¨.
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2. �°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¨ ¢
®¡« ±²¨  ¡±®«¾²®£® ³«¿ ² ª¦¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾ ¯® § ª®³ T 3

¤«¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ¨ ¯® «¨¥©®¬³ § ª®³ ¤«¿ ¬¥² ««®¢.
3. � ¬ £¥²¨ª µ ±³¹¥±²¢³¥² ¤®¯®«¨²¥«¼»© ¢ª« ¤ ¢ ²¥¯«®-

¥¬ª®±²¼, ±¢¿§ »© ± ³¯®°¿¤®·¥¨¥¬ ½«¥¬¥² °»µ ¬ £¨²»µ
¬®¬¥²®¢.

5.1.1. �« ±±¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤»µ ²¥«. �²®¬»
¨«¨ ¨®» ¢ ª°¨±² ««¥ ª®«¥¡«¾²±¿ ®ª®«® ±¢®¨µ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ¯®-
«®¦¥¨© ° ¢®¢¥±¨¿. � £ °¬®¨·¥±ª®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ®°¬ «¼»¥
ª®«¥¡ ¨¿ °¥¸¥²ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬» ¤°³£ ®² ¤°³£  (£«. 4). � ½²®¬ ±«³-
· ¥ £®¢®°¿² ® ´®® µ ª ª ® £ °¬®¨·¥±ª¨µ ®±¶¨««¿²®° µ. �¥°-
£¨¿ ®°¬ «¼»µ ª®«¥¡ ¨© | ´®®®¢ | § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² · -
±²®²» ¤ ®© ¬®¤» ¨ ®² ª®«¨·¥±²¢  ´®®®¢, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®£® ª¢ -
²®¢»¬ ·¨±«®¬ n.

� ±±¬®²°¨¬ ¢ · «¥ ±¨±²¥¬³ ¨¤¥²¨·»µ £ °¬®¨·¥±ª¨µ ®±-
¶¨««¿²®°®¢ ± ¬ ±±®© m, ª®«¥¡«¾¹¨µ±¿ ±  ¬¯«¨²³¤®© x ¨ · ±²®²®©
!. �®£¤  ¯®« ¿ ½¥°£¨¿ ª®«¥¡ ¨¿ ®±¶¨««¿²®°  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»-
·¨±«¥  ¯® ´®°¬³«¥:
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2
(v2 + !2x2); (5.3)

£¤¥ C = m!2. �§ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª¨ ±«¥¤³¥², ·²®
±°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ ¯«®²®±²¨ ½¥°£¨¨ ®±¶¨««¿²®°  ¬®¦® ¢»·¨-
±«¨²¼ ª ª ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ±°¥¤¥¥, ¥±«¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¤¥©-
±²¢³¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �®«¼¶¬   ¯® ½¥°£¨¿¬:
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£¤¥ V | ®¡º¥¬ ª°¨±² «« , � = 1=(kBT ). �°®¨§¢¥¤¥¬ ¢ (5.4) § ¬¥³
¯¥°¥¬¥»µ:

x = ��1=2ex; dx = ��1=2dex;
v = ��1=2ev; dv = ��1=2dev:
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�®£¤  ¨²¥£° « ¢ (5.4) ¯°¨¬¥² ¢¨¤
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�²¥£° « ¢ (5.4) ®² � ¥ § ¢¨±¨² ¨ ¯®½²®¬³ ¥ ¤ ±² ¢ª« ¤ ¢ ¯°®-
¨§¢®¤³¾ ¢ (5.4). �®£¤  (5.4) ±¢®¤¨²±¿ ª ±®®²®¸¥¨¾
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kBT: (5.6)

�±«¨   ®¤¨ ¬®«¼ ¯°¨µ®¤¨²±¿ NA  ²®¬®¢, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ
¨¬¥¥² ²°¨ ±²¥¯¥¨ ±¢®¡®¤», ²® ¢³²°¥¿¿ ½¥°£¨¿ ² ª®© ±¨±²¥¬»
° ¢ 

U = 3NAkBT: (5.7)

�±¯®«¼§³¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (5.2), ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¬®-
«¿°®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨:

CV = 3NAkB; (5.8)

·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½¬¯¨°¨·¥±ª¨ ³±² ®¢«¥®¬³ § ª®³ �¾«®£  ¨
�²¨, ±¯° ¢¥¤«¨¢®¬³ ¤«¿ ¡®«¼¸¨±²¢  ²¢¥°¤»µ ²¥« ¯°¨ ª®¬ ²»µ
¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �²¬¥²¨¬, ·²® ½²® ·¨±«® ¢¤¢®¥ ¡®«¼¸¥
¬®«¿°®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¨¤¥ «¼®£® ®¤® ²®¬®£® £ § . �°¨·¨ 
½²®£® ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨  £°¥¢ ¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ²¥¯«® ° ±µ®¤³¥²±¿  
³¢¥«¨·¥¨¥ ¥ ²®«¼ª® ª¨¥²¨·¥±ª®©, ® ¨ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨
 ²®¬®¢.

�¤ ª® ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (5.8) ±«¥¤³¥², ·²® ²¥¬¯¥° ²³°®© § -
¢¨±¨¬®±²¨ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨, ¨±µ®¤¿ ¨§ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©,
¯®«³·¨²¼ ¥ ³¤ ¥²±¿.

5.1.2. �®¤¥«¼ �©¸²¥© . �.�©¸²¥© (1907£.) ¯°¨ ¢»¢®¤¥
²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ³·¨²»¢ « ¢»¢®¤» ª¢ ²®¢®© ²¥®°¨¨
¨§«³·¥¨¿ ·¥°®£® ²¥« , ¯°¥¤«®¦¥®© �.�« ª®¬. �« ª ¯°¥¤-
¯®«®¦¨«, ·²® ª¢ ²®¢»© ®±¶¨««¿²®° ¬®¦¥²  µ®¤¨²¼±¿ ¢ ±®±²®¿-
¨¿µ ± ½¥°£¨¥©

En = n~!; n = 0; 1; 2; 3 : : : (5.9)
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� ´®°¬³«¥ (5.9) ³·²¥®, ·²® ½¥°£¨¿ ³«¥¢»µ ª®«¥¡ ¨© (±¬. ±®-
®²®¸¥¨¥ (4.2)) ¥ § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°», ¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£® ¨µ
¢ª« ¤ ¢ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¡³¤¥² ° ¢¥ ³«¾. �¥°®¿²®±²¼ ®¡ °³¦¨²¼
®±¶¨««¿²®° ¢ ±®±²®¿¨¨ ± ª¢ ²®¢»¬ ·¨±«®¬ n ° ¢ 
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�®£¤  ±°¥¤¿¿ ½¥°£¨¿ ®±¶¨««¿²®° ,  µ®¤¿¹¥£®±¿ ¢ ±®±²®¿¨¨
²¥¯«®¢®£® ° ¢®¢¥±¨¿, ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥  ² ª:
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�»¯®«¥¨¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ ¢ § ¬¥ ²¥«¥ ±¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¨°®¢ -
¨¾ ¡¥±ª®¥·®© ³¡»¢ ¾¹¥© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨:
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�®£¤  ±®®²®¸¥¨¥ (5.11) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

hEi = ~!x
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£¤¥ hni | ±°¥¤¥¥ ·¨±«® ´®®®¢ ± · ±²®²®© ! ¢ ±®±²®¿¨¨ ²¥¯«®-
¢®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ¯°¨ ¤ ®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ T :

hni = x

1� x
= n(!; T ) =

1

exp
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�� 1
: (5.15)

�®®²®¸¥¨¥ (5.14) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �« ª .
�¥«¨·¨» hni  §»¢ ¾² ² ª¦¥ ·¨±« ¬¨ § ¯®«¥¨¿ ¤ ®© ¬®¤».
�±«¨ ¢ ª°¨±² ««¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ N  ²®¬®¢, ¨ ª ¦¤»© ®¡« ¤ ¥² ²°¥¬¿
±²¥¯¥¿¬¨ ±¢®¡®¤», ²® ¢³²°¥¾¾ ½¥°£¨¾ª°¨±² ««  ¬®¦® ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

U = 3NhEi = 3Nhni~!: (5.16)
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�«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ° ±·¥²  �©¸²¥© ¯°¥¤¯®«®¦¨«, ·²® ¢±¥ 3N ¬®¤
¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢³¾ · ±²®²³ ª®«¥¡ ¨© !E, ª®²®° ¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²
±®¡®© ½¬¯¨°¨·¥±ª¨© ¯ ° ¬¥²°, ¢»¡¨° ¥¬»© ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½ª±-
¯¥°¨¬¥² «¼»¬¨ ¤ »¬¨ ¯® ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤»µ ²¥«. �®£¤ 
±®®²®¸¥¨¥ (5.16) ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ² ª:

U =
3N~!E

exp
�
~!E=(kBT )

�� 1
: (5.17)

�®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ (5.2), ¢»·¨±«¨¬ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼:

CV = 3NkBFE(!E; T ); (5.18)

£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥ FE | ´³ª¶¨¿ �©¸²¥© :

FE(!E; T ) =

�
~!E=(kBT )
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exp

�
~!E=(kBT )
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exp

�
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�� 1
�2 : (5.19)

� ±±¬®²°¨¬ ¯°¥¤¥«¼»¥ § ·¥¨¿ ½²®© ´³ª¶¨¨.
1. �«³· © ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³°. �°¨ kBT � ~!E ¬®¦® ¨±-

¯®«¼§®¢ ²¼ ° §«®¦¥¨¥ ¢ °¿¤:

exp
�
~!E=(kBT )

� � 1 + ~!E=(kBT ); (5.20)

¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢»¯®«¿¥²±¿:

FE(!E; T )jT!1! 1: (5.21)

�®¤±² ¢«¿¿ (5.21) ¢ (5.18), ¯®«³·¨¬ ±®®²®¸¥¨¥ (5.8) | § ª®
�¾«®£  ¨ �²¨.

2. �«³· © ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³°. �°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ § ·¨²¥«¼-
® ¨¦¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ²¥¬¯¥° ²³°» �©¸²¥©  TE =
= ~!E=kB § ·¥¨¥ ½ª±¯®¥²» ¢¥«¨ª®, ¨ ¢ § ¬¥ ²¥«¥ (5.19)
¥¤¨¨¶¥© ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼. �®£¤  ´³ª¶¨¿ �©¸²¥©  ¯°¨¨-
¬ ¥² ¢¨¤

FE(!E; T ) �
�
TE
T

�2
exp

�
TE
T

�
: (5.22)

�ª« ¤ ½ª±¯®¥²» ¢ ³¬¥¼¸¥¨¥ ´³ª¶¨¨ �©¸²¥© 

FE(!E; T )jT!0! 0 (5.23)

¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥®¡« ¤ ¾¹¨¬, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢»¯®«¿¥²±¿

CV (T )jT!0! 0; (5.24)

·²® ª ·¥±²¢¥® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®  ¡«¾¤ ¥¬®© § -
¢¨±¨¬®±²¨.
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�®¤¥«¼ �©¸²¥©  ¥°¥ «¨±²¨· , ¯®±ª®«¼ª³ ´®®» ¢ ª°¨-
±² ««¥ ¬®£³² ¨¬¥²¼ ° §«¨·»¥ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¨, ±®-
®²¢¥²±²¢¥®, ° §«¨·»¥ · ±²®²». �²¥°¥±®, ®¤ ª®, ®²¬¥²¨²¼
¡«¨§ª®¥ ±®¢¯ ¤¥¨¥ ° ±·¥²»µ °¥§³«¼² ²®¢ ¯® ²¥®°¨¨ �©¸²¥© 
± ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¬ § ·¥¨¥¬ ¯® ²¥¯«®¥¬ª®±²¨  «¬ §  ¯°¨ ¥
±«¨¸ª®¬ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¢  «¬ §¥, ®¡« -
¤ ¾¹¥¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª®© ± ¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨ ¢ ¡ §¨±¥, ¯®¬¨¬®
 ª³±²¨·¥±ª¨µ, ±³¹¥±²¢³¾² ¢¥²¢¨ ¢»±®ª®· ±²®²»µ ¨ ¢»±®ª®½¥°-
£¥²¨·»µ ®¯²¨·¥±ª¨µ ´®®®¢, ª®²®°»¥ ¢®§¡³¦¤ ¾²±¿ ¯°¨ ¢»±®-
ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �µ · ±²®²» ±« ¡® § ¢¨±¿² ®² ¤«¨» ¢®«», ¨
¥ª®²®°®¥ § ·¥¨¥ ¯®¤®¡° ®© · ±²®²» !E ®ª §»¢ ¥²±¿ ¡«¨§ª¨¬
ª °¥ «¼®© ´®®®© · ±²®²¥. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¤¥«¼ ²¥¯«®¥¬ª®-
±²¨ �©¸²¥©  ³±«®¢® ¯°¨¬¥¨¬  ¢ ½²®¬ ±«³· ¥. �«¿ ª°¨±² ««®¢
± ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¥ ¬®¤¥«¼ �©¸²¥©  ¤ ¥²
²®«¼ª® ª ·¥±²¢¥®¥ ±®£« ±¨¥. �¤ ª® ¤«¿ ° §¢¨²¨¿ ´¨§¨ª¨ ¬®-
¤¥«¼ �©¸²¥©  ¨¬¥«  ®£°®¬®¥ § ·¥¨¥, ¯®±ª®«¼ª³ ª¢ ²®¢ ¿
²¥®°¨¿ ¤®ª § «  ±¢®¾ ±®±²®¿²¥«¼®±²¼ ² ¬, £¤¥ ¡»«¨ ¡¥±±¨«¼»
ª« ±±¨·¥±ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿.

5.1.3. �®¤¥«¼ �¥¡ ¿. � ·¨²¥«¼® «³·¸¥¥ ±®£« ±¨¥ ± ®¯»²®¬
¤ ¥² ²¥®°¨¿ �.�¥¡ ¿ (1912£.). � ¥©, ª ª ¨ ¢ ²¥®°¨¨ �©¸²¥© ,
¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® N  ²®¬®¢ ª°¨±² ««  ¤®«¦» ¨¬¥²¼ 3N ª®-
«¥¡ ²¥«¼»µ ¬®¤, ´®®» ¯®¤·¨¿¾²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ �« ª 
(5.15) ¨ ¨µ ±°¥¤¿¿ ½¥°£¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ±®®²®¸¥-
¨¥¬ (5.14). � ¦»¥ ¤®¯®«¥¨¿ ª ²¥®°¨¨ �©¸²¥©  ±®±²®¿² ¢
²®¬, ·²® �¥¡ © ¯°¥¤¯®«®¦¨«:

| ±³¹¥±²¢³¾² § ¢¨±¨¬®±²¨ · ±²®² ³¯°³£¨µ ª®«¥¡ ¨© ®² ¢®«-
®¢®£® ¢¥ª²®°  ! = !(K);

| · ±²®²» ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨ ®£° ¨·¨¢ ¾²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼®©
· ±²®²®© !max, ² ª ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥

N =

!maxZ
0

g(!) d!; (5.25)

£¤¥ 3N | ¯®«®¥ ·¨±«® · ±²®² ª®«¥¡ ¨©.
� (5.25) ¢¢¥¤¥  ´³ª¶¨¿ g(!) | ¯«®²®±²¼ ±®±²®¿¨©, ². ¥.

·¨±«® · ±²®² ¢ ¨²¥°¢ «¥ ®² ! ¤® !+ d!. �²®© ´³ª¶¨¥© § ¤ ¥²±¿
±¯¥ª²° «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ·¨±«  ª®«¥¡ ²¥«¼»µ ±®±²®¿¨© (·¨-
±«  ¬®¤) ¢ ª°¨±² ««¥. �®£¤  ¯®« ¿ ª®«¥¡ ²¥«¼ ¿ ½¥°£¨¿ ¡³¤¥²
¨¬¥²¼ ¢¨¤

U = 3N

!maxZ
0

n(!; T ) ~!g(!) d! = 3N

!maxZ
0

~!g(!)

exp
�
~!=(kBT )

�� 1
d!:

(5.26)
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�±²¨ ¿ ¯«®²®±²¼ ±®±²®¿¨© ° §«¨·  ¢ ²®¬ ¨«¨ ¨®¬ ª°¨-
±² ««¥, ¨ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¥¥ ²®·® ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ®·¥¼ ±«®¦®.

�®½²®¬³ ¢ ¬®¤¥«¨ �¥¡ ¿ ¯°¨¿²» ¤¢  ³¯°®¹ ¾¹¨µ ¯°¥¤¯®«®-
¦¥¨¿.

1. �·¨²»¢ ¾²±¿ ²®«¼ª®  ª³±²¨·¥±ª¨¥ ²¨¯» ª®«¥¡ ¨©. �  ¨-
¡®«¥¥ ¯°®±²®¬ ¢ °¨ ²¥ ±·¨² ¥²±¿, ·²® ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ¤«¿ ¢±¥µ
 ª³±²¨·¥±ª¨µ ¢®« ®¤¨ ª®¢ , ¨ ¢»¡¨° ¥²±¿ ¯°®±²¥©¸¨© § ª®
¤¨±¯¥°±¨¨ ¢ ª®²¨³ «¼®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨:

!(K) = v§¢K: (5.27)

2. �¥ «¼ ¿ §®  �°¨««¾½ , ¢ ¯°¥¤¥« µ ª®²®°®©  µ®¤¿²±¿
° §°¥¸¥»¥ § ·¥¨¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  K, § ¬¥¿¥²±¿ ±´¥°®©
²®£® ¦¥ ®¡º¥¬  ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ± ° ¤¨³±®¬, ° ¢»¬ ¢®«-
®¢®¬³ ¢¥ª²®°³ ¬ ª±¨¬ «¼®© ¤«¨» | ¤¥¡ ¥¢±ª®¬³ ¢®«®¢®¬³
¢¥ª²®°³ KD.

�¥®¡µ®¤¨¬®¢»¿±¨²¼, ª ª ¤¨±ª°¥²®±²¼ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®-
±²° ±²¢  ¬®¦¥² ¯®¢«¨¿²¼    ¡®° ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ K. �°¨
°¥¸¥¨¨ «¾¡®© § ¤ ·¨ ® ª®«¥¡ ¨¿µ  ¤® § ¤ ²¼ £° ¨·»¥ ³±«®-
¢¨¿. �®±ª®«¼ª³ ª°¨±² «« ±®±²®¨² ¨§ ®·¥¼ ¡®«¼¸®£® ·¨±«   ²®¬®¢,
³·¥±²¼ ®²¤¥«¼® ª®«¥¡ ¨¥ ª ¦¤®£®  ²®¬  ¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢®§-
¬®¦»¬, ¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ®£° ¨·¨²¼±¿ ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ¯°¨¡«¨¦¥-
¨¿¬¨. �®½²®¬³ ° ±±¬®²°¨¬ ²°¥µ¬¥°»© ±«³· ©, ª®£¤  ª°¨±² ««
¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ª³¡ ±® ±²®°®®© L, ±®¤¥°¦ ¹¨© N ½«¥¬¥² °-
»µ ¿·¥¥ª. �®£¤  3

p
N = M | ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢  ²®¬®¬ °¿¤³,

¯®½²®¬³ L = �d, £¤¥ d | ¬¥¦ ²®¬®¥ ° ±±²®¿¨¥. �®²°¥¡³¥¬,
·²®¡» °¥¸¥¨¿ ¤«¿ ±¬¥¹¥¨© ¡»«¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬¨   ¡®«¼¸¨µ,
® ª®¥·»µ ° ±±²®¿¨¿µ ¢ ª°¨±² ««¥, ² ª, ·²®¡» ¢»¯®«¿«®±¼:

u(x) = u(x+ L);

u(y) = u(y + L);

u(z) = u(z + L):

(5.28)

�²®² ¯®¤µ®¤¨§¢¥±²¥ ¯®¤  §¢ ¨¥¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ (¶¨ª«¨·¥±ª¨µ)
£° ¨·»µ ³±«®¢¨© �®° {� °¬  . � ®¤®- ¨«¨ ¤¢³¬¥°®¬ ±«³-
· ¿µ ®¨ ¢»¯®«¿¾²±¿  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨, ¥±«¨ Àª°¨±² ««Á, ¯°¥¤±² -
¢«¿¾¹¨© ±®¡®© «¨¥©³¾ ¶¥¯®·ª³ (¯«®±ª®±²¼), ±¢¥°³² ¢ ª®«¼¶®
(®¡° §³¥² ¶¨«¨¤°¨·¥±ª³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼). �«¿ ²°¥µ¬¥°®£® ±«³· ¿
£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨, ª®¥·®, ¥ ±³¹¥±²¢³¥². �·¨² ¿,
ª ª ¨ ¢ £«. 4, ·²® ³¯°³£¨¥ ±¬¥¹¥¨¿ ¨¬¥¾² ¢¨¤ ¯«®±ª¨µ ¢®«
(4.19), ³±«®¢¨¿ (5.28) ¬®¦® ¯°¨¢¥±²¨ ª ¢¨¤³

exp
�
i(Kxx+Kyy +Kzz)

�
=

= exp
�
i
�
Kx(x+ L) +Ky(y + L) +Kz(z + L)

�	
: (5.29)
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� ®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿, ¥±«¨:

exp (iKxL) = 1;

exp (iKyL) = 1;

exp (iKzL) = 1;

(5.30)

±«¥¤®¢ ²¥«¼®, § ·¥¨¿ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¤®«¦» ¯®¤·¨¿²¼±¿
³±«®¢¨¿¬:

Kx = 0; �2�

L
; �4�

L
; : : : ; �2�

L
nmax;

Ky = 0; �2�

L
; �4�

L
; : : : ; �2�

L
nmax;

Kz = 0; �2�

L
; �4�

L
; : : : ; �2�

L
nmax:

(5.31)

�§ (5.31) ±«¥¤³¾² ¤¢  ¢ ¦»µ °¥§³«¼² ² : ª®¬¯®¥²» ¢®«®¢®£®
¢¥ª²®°  ´®®  ¤¨±ª°¥²» ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ± ¸ £®¬ 2�=L,
¨ ¨µ ¬ ª±¨¬ «¼»¥ § ·¥¨¿ ¢»¡¨° ¾²±¿ ¨§ ³±«®¢¨©   £° ¨¶¥
§®» �°¨««¾½ :

Kmax
x = ��

d
= �2�

L
nmax ) nmax =

L

2d
=
M

2
; Kmax

x = ��M
L

;

Kmax
y = ��

d
= �2�

L
nmax ) nmax =

L

2d
=
M

2
; Kmax

y = ��M
L

;

Kmax
z = ��

d
= �2�

L
nmax ) nmax =

L

2d
=
M

2
; Kmax

z = ��M
L

;

(2nmax)
3 = N:

(5.32)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢±¥£® ·¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ § ·¥¨© ª ¦¤®© ¨§ ª®¬-
¯®¥² ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ° ¢® ¢ ²®·®±²¨ ·¨±«³  ²®¬®¢M ¢ ¤ -
®¬  ²®¬®¬ °¿¤³. �«¿ ¢±¥µ ª®¬¯®¥² ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ·¨-
±«® ° §°¥¸¥»µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ § ·¥¨© ¡³¤¥² ±®±² ¢«¿²¼ ¢¥-
«¨·¨³ M3 = N , ². ¥. ° ¢® ·¨±«³ ½«¥¬¥² °»µ ¿·¥¥ª. �®£¤ 
  ®¡º¥¬ (2�=L)3 ¢ K-¯°®±²° ±²¢¥ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ®¤® ° §°¥¸¥®¥
§ ·¥¨¥ ¢¥ª²®°  K. � ¯°®²¨¢, ·¨±«® ° §°¥¸¥»µ § ·¥¨© K
¢ K-¯°®±²° ±²¢¥ (¤«¿ ª ¦¤®© ´®®®© ¢¥²¢¨), ¡³¤¥² ±®±² ¢«¿²¼
¢¥«¨·¨³ �

L

2�

�3
=

V

8�3
; (5.33)
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£¤¥ V = L3 | ®¡º¥¬ ª°¨±² «« . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥±¼ ®¡º¥¬ §®»
�°¨««¾½  ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ±®±²®¿¹¨¬ ¨§ ¬ «»µ ®¡º¥¬®¢
(2�=L)3, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®²®°»µ ±®¤¥°¦¨²±¿ ®¤® ° §°¥¸¥®¥ ±®-
±²®¿¨¥ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ´®®  K, ¨ ·¨±«® ² ª¨µ ¬ «»µ ®¡º-
¥¬®¢, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·¨±«® ¤¨±ª°¥²»µ ° §°¥¸¥»µ § ·¥¨©
K ¡³¤¥² ¢ ²®·®±²¨ ° ¢® ·¨±«³ ½«¥¬¥² °»µ ¿·¥¥ª ¢ ª°¨-
±² ««¥ ®¡º¥¬®¬ V . �¢¥«¨·¥¨¥ ° §¬¥°®¢ ª°¨±² ««  ¯°®±²® ³¢¥«¨-
·¨¢ ¥² ¯«®²®±²¼ ±®±²®¿¨© ¢ §®¥ �°¨««¾½ . �®¥·®, ³±«®¢¨¿
�®° {� °¬   °¥ «¼® ¥®±³¹¥±²¢¨¬». �¤ ª® ½²® ¥ ¯°¥¤±² -
¢«¿¥² ®±®¡»µ § ²°³¤¥¨© | ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¥ ¨§³· ¾²±¿ ¯®-
¢¥°µ®±²»¥ ½´´¥ª²».

�§¬¥¥¨¥ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®£° -
¨·¨¬ ¯°¥¤¥« ¬¨ ±´¥°» ± ° ¤¨³±®¬ Kmax. �¨±«® ±®¡±²¢¥»µ
ª®«¥¡ ¨© ¢ ¨²¥°¢ «¥ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ®² K ¤® K + dK ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ®¡º¥¬®¬ ±´¥°¨·¥±ª®£® ±«®¿ ¢ K-¯°®±²° ±²¢¥ 4�K2dK ¨
±®±² ¢«¿¥²

g(!) d! = g(K)
dK

d!
d! = 4�K2 V

8�3
dK

d!
d! =

V K2

2�2
dK

d!
d!: (5.34)

� ª®²¨³ «¼®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¢»¯®«¿¥²±¿

! = v§¢K; (5.35)

£¤¥ v§¢ | ±ª®°®±²¼ §¢³ª . �®£¤  ¯®«®¥ ·¨±«® ¬®¤ ¢ K-¯°®±²° ±²-
¢¥ (5.33) ¬®¦® ° ±±·¨² ²¼ ² ª (¤«¿ ®¤®£® ²¨¯  ¯®«¿°¨§ ¶¨¨):

(4�=3)K3
max

(2�=L)3
=

�
L

2�

�3 4�
3

!3max
v3§¢

=
V

6�2
!3max
v3§¢

= N: (5.36)

�®«¼§³¿±¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ (5.34) ¨ (5.35), ®¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ ¯«®²-
®±²¨ ¬®¤ (¤«¿ ª ¦¤®£® ²¨¯  ¯®«¿°¨§ ¶¨¨):

g(!) =
V

2�2
!2

v3§¢
: (5.37)

�±«¨ ¢ ®¡° §¶¥ N ½«¥¬¥² °»µ ¿·¥¥ª, ²®, ª ª ¯®ª § ® ¢»¸¥,
·¨±«® ¬®¤ ² ª¦¥ ° ¢® N , ¨ ¨§ (5.36) ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬ ª±¨-
¬ «¼³¾ · ±²®²³ ´®®®¢ ¢ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ �¥¡ ¿:

!3max = !3
D
=

6�2v3§¢N

V
= 6�2v3§¢n; (5.38)

£¤¥ n = N=V | ª®¶¥²° ¶¨¿  ²®¬®¢. �®®²®¸¥¨¥¬ (5.38) § -
¤   · ±²®²  ®¡°¥§ ¨¿ ±¯¥ª²°  ´®®®¢ ¢ ²¥®°¨¨ �¥¡ ¿. �«¿
¬®¤³«¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ¬ ª±¨¬ «¼®© ¤«¨» KD, ±®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¥£® · ±²®²¥ !D, ¨§ (5.27) ¯®«³·¨¬:

KD =
!D
v§¢

=
3

r
6�2N

V
=

3
p
6�2n: (5.39)
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�³ª¶¨¿ ¯«®²®±²¨ ¬®¤ ¢ ¤¥¡ ¥¢±ª®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¨ ¥¥ ª -
·¥±²¢¥»© À¨±²¨»©Á ¢¨¤ ¯®ª § »   °¨±. 5.1. �±«¨ ¯°¨¿²¼,

�¨±. 5.1. �«®²®±²¼ ¬®¤ g(!) ¤«¿ ¬®® ²®¬®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ (®¤  ´®-
® ¿  ª³±²¨·¥±ª ¿ ¢¥²¢¼)

·²® ±°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ ±ª®°®±²¨ §¢³ª  ¥±²¼ v§¢ = 5 � 103¬/±, ¨ ª®-
¶¥²° ¶¨¿  ²®¬®¢ ¨¬¥¥² § ·¥¨¥ n = 1029¬�3, ²® ¨§ (5.38) ¨
(5.39) ±«¥¤³¥²:

!D � 1014 ° ¤/c; KD � 2 � 108 ±¬�1 = 2 � 1010¬�1:
�®«¼§³¿±¼ ¢»° ¦¥¨¥¬ ¤«¿ ¯®«®© ª®«¥¡ ²¥«¼®© ½¥°£¨¨

(5.26) ¨ ´³ª¶¨¥© ¯«®²®±²¨ ¬®¤ (5.37) ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨ ®¤¨ -
ª®¢®© ±ª®°®±²¨ ´®®®¢ ¤«¿ ª ¦¤®© ¨§ ²°¥µ  ª³±²¨·¥±ª¨µ ¢¥²¢¥©,
¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼:

U =

!DZ
0

 
~!

exp
�
~!=(kBT )

�� 1

!
V

2�2
!2

v3
§¢

d!: (5.40)

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿:

x =
~!

kBT
; xD =

~!D
kBT

� �

T
; (5.41)

£¤¥ � | ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ | ¢ ¦»© ¯ ° ¬¥²° ¢ ´¨§¨ª¥ ²¢¥°-
¤®£® ²¥« , ª®²®°»©, ¯®«¼§³¿±¼ ±®®²®¸¥¨¥¬ (5.38), ¬®¦® ®¯°¥-
¤¥«¨²¼ ² ª:

� =
~v§¢
kB

3

r
6�2N

V
=
~v§¢
kB

(6�2n)1=3: (5.42)



5.1. �¥¯«®¥¬ª®±²¼ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ 105

�®£¤  ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯®«®© ª®«¥¡ ²¥«¼®© ½¥°£¨¨ (5.40), ³·¨²»-
¢ ¿ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¯® ²°¥¬  ª³±²¨·¥±ª¨¬ ¢¥²¢¿¬, ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

U =
3~V

2�2v3§¢

!DZ
0

!3

exp
�
~!=(kBT )

�� 1
d! =

=
3V (kBT )

4

2�2v3§¢~
3

xDZ
0

x3dx

ex � 1
= 9NkBT

�
T

�

�3 xDZ
0

x3dx

ex � 1
; (5.43)

£¤¥ N | ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ®¡° §¶¥.
�²®¡» ¯®«³·¨²¼ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¤¨´´¥°¥¶¨°®-

¢ ²¼ ¯¥°¢»© ¨§ ¨²¥£° «®¢ ¢ (5.43) ¯® ²¥¬¯¥° ²³°¥:

CV =

�
@U

@T

�
V

=
3~2V

2�2v3§¢kBT
2

!DZ
0

!4 exp
�
~!=(kBT )

��
exp

�
~!=(kBT )

�� 1
�2d! =

= 9NkB

�
T

�

�3 xDZ
0

x4exdx

(ex � 1)2
: (5.44)

� ·¥¨¿ ¨²¥£° «  ¢ (5.44) ¯°®² ¡³«¨°®¢ ». �¨¯¨·®¥ ²¥¬-
¯¥° ²³°®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¯®ª § ®   °¨±. 5.2.

�°¨ ®·¥¼ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯°¨¡«¨¦¥®¥ § ·¥¨¥ ½¥°-
£¨¨ ¢ (5.43) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ³±²°¥¬¨¢ ¢¥°µ¨© ¯°¥¤¥« ¨²¥£° « 

�¨±. 5.2. �¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ª°¨±² ««®¢ ±®£« ±® ²¥®°¨¨
�¥¡ ¿

¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼ (¯°¨ xD � 1 x3=(ex � 1) ! x3e�x ! 0). �®£¤ 
¯®«³· ¥¬:

1Z
0

x3dx

ex � 1
= 3!

1X
k=1

1

k4
= 3!�(4): (5.45)
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�«¿ § ¯¨±¨ (5.45) ¨±¯®«¼§®¢ ® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥

1Z
0

tndt

et � 1
= n!

1X
k=1

1

kn+1
= n!�(n+ 1); (5.46)

£¤¥ �(n + 1) | ¤§¥² -´³ª¶¨¿ �¨¬  . � ª, �(4) = �4=90. �®£¤ 
¨²¥£° « (5.45) ° ¢¥ �4=15. �®¤±² ¢«¿¿ ½²® § ·¥¨¥ ¢ (5.43),
¯®«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ½¥°£¨¨:

U � 3�4NkBT
4

5�3
; T � �; (5.47)

¨ ¤«¿ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¢ ¨§ª®²¥¬¯¥° ²³°®¬ ¯°¥¤¥«¥:

CV � 12

5
�4NkB

�
T

�

�3
� 234NkB

�
T

�

�3
: (5.48)

�²® | § ª® T 3 �¥¡ ¿. � µ®°®¸® ¢»¯®«¿¥²±¿ ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬-
¯¥° ²³° µ, ¯®±ª®«¼ª³ ¨¬¥® ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ¢®§¡³¦¤ ¾²±¿ ²®«¼ª®
¨§ª®½¥°£¥²¨·»¥ (¤«¨®¢®«®¢»¥)  ª³±²¨·¥±ª¨¥ ´®®».

�°¨ T � � ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯°¨¡«¨¦¥»¬ ° §«®¦¥¨¥¬ ¢ °¿¤:

�=TZ
0

x3dx

ex � 1
�

�=TZ
0

x3dx

(1 + x+ : : : )� 1
=

1

3

�
�

T

�3
: (5.49)

�®¤±² ¢«¿¿ °¥§³«¼² ² (5.49) ¢ (5.44) ¨ ¯°¨¨¬ ¿, ·²® N = NA, ¤«¿
²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¢ ¢»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°®¬ ¯°¥¤¥«¥ ¯®«³·¨¬:

CV = 3NAkB; (5.50)

·²®, ª ª ¨ ¢ ²¥®°¨¨ �©¸²¥© , ±®®²¢¥²±²¢³¥² § ª®³ �¾«®£  ¨
�²¨.

�®£« ±® °¨±. 5.2, ®¡« ±²¼, ¢ ª®²®°®© ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ § ª®
T 3, «¥¦¨² ¨¦¥ 0;1�. �»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°®¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ § -
·¥¨¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ±®±² ¢«¿¥² 24,94�¦/(¬®«¼ � �). �²¬¥²¨¬,
·²® ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ � ³±«®¢® ° §¤¥«¿¥² Àª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±-
ª³¾Á ¨ Àª« ±±¨·¥±ª³¾Á ®¡« ±²¨ ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ´¨-
§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥«. � ¯¥°¢®© ¨§ ¨µ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ²¥¬-
¯¥° ²³°®£® ¢®§¡³¦¤¥¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ¨§¬¥¥¨¥ ·¨±«  ´®®®¢,
¢® ¢²®°®© | ¢±¥ ´®®» ¢®§¡³¦¤¥». �²® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢¯®«¥
±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¢ ¡ §¨±¥, £¤¥ ¬®£³²
¢®§¡³¦¤ ²¼±¿ ²®«¼ª®  ª³±²¨·¥±ª¨¥ ´®®». �¤ ª® ª°¨±² ««»,
±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¤¢  ¨ ¡®«¥¥  ²®¬  ¢ ¡ §¨±¥, ¤®¯®«¨²¥«¼® ®¡« ¤ ¾²
®¯²¨·¥±ª¨¬¨ ¬®¤ ¬¨. �®½²®¬³ ¤«¿ ¨µ ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¢»¸¥
� ¯°®¤®«¦ ¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¢®§¡³¦¤¥¨¥ ´®®®¢, ²¥¯¥°¼ ³¦¥ ®¯²¨-
·¥±ª®£® ²¨¯ .
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�§ ±®®²®¸¥¨¿ (5.42) ¤«¿ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥¡ ¿ � ±«¥¤³¥², ·²®
¯®±«¥¤¿¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼  ±ª®°®±²¨ §¢³ª  ¨ ª®°¾ ª³¡¨·¥±ª®¬³
¨§ ¯«®²®±²¨. � ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ®¡° ²® ¯°®¯®°-
¶¨® «¼  ª®°¾ ª¢ ¤° ²®¬³ ¨§ ¯«®²®±²¨ ª°¨±² «« , ¯®½²®¬³
®  ¡³¤¥² ®±®¡¥® ¢¥«¨ª  ³ ª°¨±² ««®¢, ¯®±²°®¥»µ ¨§ «¥£ª¨µ
 ²®¬®¢. � ¯°¨¬¥°, ±ª®°®±²¼ ¯°®¤®«¼®© ¢®«» ¢  «¬ §¥ ¨¬¥¥²
°¥ª®°¤® ¢»±®ª®¥ § ·¥¨¥ 1700¬/±. �®®²¢¥²±²¢¥®, ³ ² ª¨µ ª°¨-
±² ««®¢ ¨ ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ ¤®«¦  ¡»²¼ ®±®¡¥® ¢»±®ª®©. �
² ¡«. 5.1 ¯°¨¢®¤¿²±¿ § ·¥¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥¡ ¿ � ¤«¿ ¥ª®²®-
°»µ ª°¨±² ««®¢.

�   ¡«¨ ¶   5.1. �¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ � ¤«¿ ¥ª®²®°»µ
ª°¨±² ««®¢�

�°¨±² «« �, � �°¨±² «« �, � �°¨±² «« �, �

Li 344 Fe 477 NaCl 275

Be 1481 Cu 347 KCl 230

�«¬ § 2250 Ag 227 Al2O3 1042

Na 156 I 109 CaF2 475

Al 433 Pb 105 FeS2 645
�� »¥ ¢§¿²» ¨§ ª¨£¨: � ¡¨·¥¢ �.�., � ¡³¸ª¨  �.�.,
�° ²ª®¢±ª¨© �.�. ¨ ¤°. �¨§¨·¥±ª¨¥ ¢¥«¨·¨». �¯° -
¢®·¨ª /�®¤ °¥¤. �. �. �°¨£®°¼¥¢ , �. �.�¥©«¨µ®¢ . | �.:
�¥°£® ²®¬¨§¤ ², 1991. 1232 ±.

�§ ² ¡«. 5.1 ¢¨¤®, ·²® ¤«¿ ª°¨±² ««®¢, ³ ª®²®°»µ � < Tª®¬,
²¥¬¯¥° ²³°» ¡®«¼¸¥ ª®¬ ²®© ¿¢«¿¾²±¿ ±° ¢¨²¥«¼® ¢»±®ª¨-
¬¨. �®½²®¬³ ¤«¿ ¨µ ®²ª«®¥¨¿ ®² ª« ±±¨·¥±ª¨µ § ª®®¢ ¢ ½²®©
®¡« ±²¨ ¥ ±«¨¸ª®¬ ¢¥«¨ª¨ (¡®«¼¸ ¿ · ±²¼ ¨«¨ ¢±¥ ´®®» ¢®§¡³-
¦¤¥»). �¤ ª® ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯®°¿¤ª  100� ¨ ¨¦¥ ¤«¿ ¢±¥µ
½²¨µ ª°¨±² ««®¢ ®²ª«®¥¨¥ ®² § ª®  �¾«®£ {�²¨ ±² ®¢¨²±¿
®·¥¼ § ¬¥²»¬. � ·¥ ®¡±²®¨² ¤¥«® ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ¢»±®ª®©
µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ²¥¬¯¥° ²³°®©, ®±®¡¥® ¢ ±«³· ¥  «¬ § . �«¿
¯®±«¥¤¥£® ª®¬ ² ¿ ²¥¬¯¥° ²³°  ¿¢«¿¥²±¿ ¨§ª®©, ¨ ¨ ® ª -
ª®© ¯°¨¬¥¨¬®±²¨ ª« ±±¨·¥±ª¨µ § ª®®¢ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨ °¥·¨.
�¥¯«®¥¬ª®±²¼  «¬ §  ³¦¥ ¯°¨ ª®¬ ²»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ±«¥¤³¥²
§ ª®³ T 3.

�«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿ ²¥¯«®¥¬-
ª®±²¨ ª ª ®¤® ²®¬»µ (Al, Cu, Ag, Pb, Zn, Ca, Tl, I, Cd,
Na, ...), ² ª ¨ ¬®£® ²®¬»µ ª°¨±² ««®¢ (KBr, NaCl, CaF2,
FeS2, ...) µ®°®¸® «®¦ ²±¿   ¥¤¨³¾ ª°¨¢³¾ ²¨¯  °¨±. 5.2 ¯°¨
¯° ¢¨«¼®¬ ¢»¡®°¥ ¯ ° ¬¥²°  � ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬ ª±¨¬ «¼®©
· ±²®²» ª®«¥¡ ¨©. �¯¥ª²° ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨ ¡®«¥¥ ±«®¦»µ
¯® ±²°®¥¨¾ ª°¨±² ««®¢ ®¡®£ ¹ ¥²±¿ § ·¨²¥«¼»¬ ª®«¨·¥±²¢®¬
®¯²¨·¥±ª¨µ ¬®¤, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ®¨  ·¨ ¾² ®¯°¥¤¥«¿²¼ ²¥-
¯«®¥¬ª®±²¼ ª°¨±² «« , ¨ ²¥®°¨¿ �¥¡ ¿ ª ² ª¨¬ ±¨±²¥¬ ¬ ¯°¨¬¥¿-
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¥²±¿ ¢ ±®·¥² ¨¨ ± ²¥®°¨¥© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ �©¸²¥© . �°®¬¥ ²®£®,
¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¡®«¼¸®¥ ¢¨¬ ¨¥ ³¤¥«¿¥²±¿ ²®·®±²¨ ®¯°¥¤¥-
«¥¨¿ ±°¥¤¥© ±ª®°®±²¨ §¢³ª  v§¢ ¨ § ·¥¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥¡ ¿.
�¥®°¨¿ �¥¡ ¿, ª ª ®ª § «®±¼, ¨¬¥¥² § ·¥¨¥ ¥ ²®«¼ª® ¤«¿ ¨§³·¥-
¨¿ ²¥¯«®´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥«, ® ¨ ¤«¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨
¢±¥µ ° §¤¥«®¢ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« .

�°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, ¯°¨¡«¨¦ ¾¹¨µ±¿ ª ²¥¬¯¥° ²³°¥
¯« ¢«¥¨¿, ² ª¦¥ ¢®§¨ª ¾² ±³¹¥±²¢¥»¥ ®²ª«®¥¨¿ ®² ° ±±¬®-
²°¥»µ § ª®®¢. � ½²®¬ ±«³· ¥  ¬¯«¨²³¤» ª®«¥¡ ¨©  ²®¬®¢ ¥
¬ «», ¨ ¯°¥¥¡°¥¦¥¨¥ ª¢ ¤° ² ¬¨ ±¬¥¹¥¨© ¢ ¢»° ¦¥¨¨ ¤«¿
ª¢ §¨³¯°³£¨µ ±¨« ³¦¥ ¥ ®¯° ¢¤ ®. �®«¥¡ ²¥«¼®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ¯°¨-
®¡°¥² ¥² ±³¹¥±²¢¥®  £ °¬®¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥°.

5.2. �£ °¬®¨·¥±ª¨¥ ½´´¥ª²» ¢ ª°¨±² «« µ

� ±±¬®²°¥ ¿ ²¥®°¨¿, ¢ ª®²®°®© ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿ ° §-
« £ ¥²±¿ ¢ °¿¤ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ·«¥®¢, ª¢ ¤° ²¨·»µ ¯®  ²®¬»¬
±¬¥¹¥¨¿¬, ±®®²¢¥²±²¢³¥² £ °¬®¨·¥±ª®¬³ ¯°¨¡«¨¦¥¨¾. � ª®¥
³¯°®¹¥¨¥ ¥ ¯®§¢®«¿¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¬®£¨¥ ½´´¥ª²» ¢ ª°¨-
±² «« µ, ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ¬¥¦¤³ £ °¬®¨-
·¥±ª¨¬¨ ®±¶¨««¿²®° ¬¨, ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥, ¢ £ °¬®¨·¥±ª®¬ ¯°¨-
¡«¨¦¥¨¨ ®²±³²±²¢³¾² ®¡º¿±¥¨¿:

| ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿,
| § ¢¨±¨¬®±²¨ ³¯°³£¨µ ª®±² ² ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¨ ¤ ¢«¥¨¿,
| ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ³¯°³£¨µ ¢®« ¬¥¦¤³ ±®¡®©,

  ² ª¦¥ ¬®£¨µ ¤°³£¨µ  £ °¬®¨·¥±ª¨µ ½´´¥ª²®¢.
�¨¦¥ ° ±±¬®²°¨¬ ² ª¨¥  £ °¬®¨·¥±ª¨¥ ½´´¥ª²», ª ª ²¥¯«®-

¢®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ ¨ ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼.

5.2.1. �¥¯«®¢®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ � ±±¬®²°¨¬ ¯®²¥¶¨ «¼³¾ ½¥°-
£¨¾ ª« ±±¨·¥±ª®£® ®±¶¨««¿²®°  ± ³·¥²®¬  £ °¬®¨·¥±ª¨µ ·«¥®¢.
�±«¨ ¡»  ²®¬» ±®¢¥°¸ «¨ ²®«¼ª® ±¨¬¬¥²°¨·»¥ (£ °¬®¨·¥±ª¨¥)
ª®«¥¡ ¨¿ ®²®±¨²¥«¼® ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿, ²® ²¥¯«®¢®¥ ° ±-
¸¨°¥¨¥ ¡»«® ¡» ¥¢®§¬®¦®. � ±¸¨°¥¨¥ ª°¨±² ««®¢ ¬®¦®
®¡º¿±¨²¼, ²®«¼ª® ¤®¯³±ª ¿  ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ±¨«, ¤¥©±²¢³¾¹¨µ
   ²®¬, ¢»¢¥¤¥»© ¨§ ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿. �¡° ¹ ¿±¼ ª
£«. 3, ¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ¯°¨
ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ®¡¿§ ²¥«¼® ¡³¤³² ¨¬¥²¼  £ °¬®¨·¥-
±ª¨© µ ° ª²¥°, ¯®±ª®«¼ª³ ¯°¨²¿¦¥¨¥ ¨ ®²² «ª¨¢ ¨¥ ¨¬¥¾² ±³-
¹¥±²¢¥® ° §«¨·³¾ ¯°¨°®¤³, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ª°¨¢ ¿ ¯®²¥¶¨ « 
¬¥¦ ²®¬®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¯°¨®¡°¥² ¥²  ±¨¬¬¥²°¨·»© ¢¨¤.

�¡®§ · ¿ ·¥°¥§ x ±¬¥¹¥¨¥  ²®¬  ¨§ ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿,
¤«¿ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨ ¬¥¦ ²®¬®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬®¦®
§ ¯¨± ²¼:

U(x) = cx2 � gx3 � fx4; (5.51)



5.2. �£ °¬®¨·¥±ª¨¥ ½´´¥ª²» ¢ ª°¨±² «« µ 109

£¤¥ c, g, f | ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ª®±² ²». �°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ ±¬¥-
¹¥¨¿ ¢»·¨±«¨¬, ¨±¯®«¼§³¿ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �®«¼¶¬  

hxi =

1R
�1

x exp
��U(x)=(kBT )�dx

1R
�1

exp
�
U(x)=(kBT )

�
dx

: (5.52)

�¡»·®  £ °¬®¨·¥±ª¨¥ ·«¥» ¬ «», ¯®½²®¬³ ¬®¦® ° §«®¦¨²¼
¯®¤»²¥£° «¼»¥ ´³ª¶¨¨ ¢ °¿¤:

exp

�
1

kBT
(gx3 + fx4)

�
� 1 +

1

kBT
gx3 +

1

kBT
fx4 + : : : (5.53)

�®¤±² ¢«¿¿ (5.53) ¢ (5.52), ¯®«³·¨¬ ¢ ·¨±«¨²¥«¥

1Z
�1

x exp

�
�U(x)
kBT

�
dx �

�
1Z

�1

exp

�
� cx2

kBT

��
x+

g

kBT
x4 +

f

kBT
x5
�
dx =

=

1Z
�1

x exp

�
� cx2

kBT

�
dx+

g

kBT

1Z
�1

x4 exp

�
� cx2

kBT

�
dx+

+
f

kBT

1Z
�1

x5 exp

�
� cx2

kBT

�
dx = I1 + I2 + I3 (5.54)

¨ ¢ § ¬¥ ²¥«¥
1Z

�1

exp

�
�U(x)
kBT

�
dx �

1Z
�1

exp

�
� cx2

kBT

�
dx =

r
�kBT

c
: (5.55)

�°¨ § ¯¨±¨ (5.54) ª¢ ¤° ²¨·»© £ °¬®¨·¥±ª¨© ·«¥ ®±² ¢«¥ ¢
½ª±¯®¥²¥. �²¥£° «» I1 ¨ I3 ¢ (5.54) ¡¥°³²±¿ ½«¥¬¥² °® ¨ ¯°¨
¯®¤±² ®¢ª¥ ¯°¥¤¥«®¢ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼. �²¥£° « I2 | ² ¡«¨·-
»©, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢»° ¦¥¨¥ (5.54) ¨¬¥¥² ¢¨¤

1Z
�1

x exp

�
�U(x)
kBT

�
dx � 3

p
�

4

gp
c5
(kBT )

3=2: (5.56)
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�°¨¬¥¿¿ (5.56) ¨ (5.55), ¤«¿ ±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨» ±¬¥¹¥¨¿ ¯®«³-
·¨¬:

hxi = 3g

4c2
kBT: (5.57)

�®£¤  ª®½´´¨¶¨¥² «¨¥©®£® ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¬®¦® ¢»-
·¨±«¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ (5.57) ¨ °³ª®¢®¤±²¢³¿±¼ ´®°¬³«®©

�l =
1

l

�
�l

�T

�
�T!0

=
hxi
T

=
3gkB
4c2

: (5.58)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª®½´´¨¶¨¥² «¨¥©®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¯°®¯®°¶¨® -
«¥ ª®½´´¨¶¨¥²³ ¯°¨  £ °¬®¨·¥±ª®¬ ª³¡¨·¥±ª®¬ ·«¥¥ ¢ ° §-
«®¦¥¨¨ (5.51). �¡° ² ¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¼ ª¢ ¤° ²³ ±¨«®¢®©
ª®±² ²» ± ¢ (5.58) ¤ ¥² ®±®¢ ¨¿ ¯®« £ ²¼, ·²® ª°¨±² ««» ± ¡®-
«¥¥ ¦¥±²ª¨¬¨ ¬¥¦ ²®¬»¬¨ ±¢¿§¿¬¨ ¤®«¦» ¨¬¥²¼ ¬¥¼¸¨¥ ª®-
½´´¨¶¨¥²» ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿. �¡»·»© ¯®°¿¤®ª ¢¥«¨·¨»
�l � 10�4�10�5��1. �«¿ ¨§®²°®¯»µ ²¢¥°¤»µ ²¥« ¨ ª³¡¨·¥±ª¨µ
ª°¨±² ««®¢ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ «¨¥©®£® ²¥¯«®-
¢®£® �l ¨ ®¡º¥¬®£® �V ° ±¸¨°¥¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥  ¨§ ®·¥-
¢¨¤»µ ±®®¡° ¦¥¨©:

V = l3;

�V = 3l2�l;

�V =
1

V

�
�V

�T

�
�T!0

=
3l2

l3

�
�l

�T

�
�T!0

= 3�l:

(5.59)

5.2.2. �° ¢¥¨¥ ±®±²®¿¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥« . �§ ¨¬®±¢¿§¼ ¬¥¦¤³
²¥¯«®¥¬ª®±²¼¾ ¨ ²¥¯«®¢»¬ ° ±¸¨°¥¨¥¬. �«¿ ³±² ®¢«¥¨¿ ±®-
®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ®¡º¥¬®¬ V , ²¥¬¯¥° ²³°®© T ¨ ¤ ¢«¥¨¥¬ p |
³° ¢¥¨¿ ±®±²®¿¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥«  | ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥°¬®¤¨ -
¬¨·¥±ª¨¬¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿¬¨ ¢³²°¥¥© ½¥°£¨¨ U(V; S), ±¢®¡®¤-
®© ½¥°£¨¨ F (V; T ) ¨ ¨µ ¯®«»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¢:

dU(V; S) = TdS � pdV;

F (V; T ) = U � TS;

dF (V; T ) = TdS � pdV � SdT � TdS = �pdV � SdT;

F = �
TZ
0

U

T
dT:

(5.60)
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�¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨©¯®²¥¶¨ «|¢³²°¥¾¾ ½¥°£¨¾ U(V; S)|
®¡»·® ¯°¨¬¥¿¾² ¤«¿ ®¯¨± ¨¿  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª¨-¨§®µ®°»µ ¯°®-
¶¥±±®¢, ±¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ F (V; T )| ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ¨§®²¥°¬¨·¥±-
ª¨-¨§®µ®°¨·¥±ª¨µ ¯°®¶¥±±®¢.

�§ (5.60) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ½²°®¯¨¨ S:

S = �
�
@F

@T

�
V

(5.61)

¨ ¤ ¢«¥¨¿ p:

p = �
�
@F

@V

�
T

: (5.62)

�®®²®¸¥¨¥ (5.62) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ³° ¢¥¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¢ ®¡-
¹¥¬ ¢¨¤¥.

�¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ½¥°£¨¨
±² ²¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ U0(V ) ¨ ½¥°£¨¨, ®²¢¥· ¾¹¥© ª®«¥¡ ²¥«¼-
»¬ ¤¢¨¦¥¨¿¬  ²®¬®¢ (4.2). �®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ (5.62), ¯®«³·¨¬:

p = �dU0
dV

�
X
i

 
1

2
+

1

exp
�
~!i=(kBT )

�� 1

!
~
d!i
dV

: (5.63)

�. �°¾ ©§¥ ¯°¥¤¯®«®¦¨«, ·²®, ¥±«¨ ª°¨±² «« ¨±¯»²»¢ ¥² ° ±-
¸¨°¥¨¥ (®²®±¨²¥«¼®¥ ³¢¥«¨·¥¨¥ ®¡º¥¬  �V=V ), ²® ¯°®¯®°-
¶¨® «¼® �V=V ³¬¥¼¸ ¾²±¿ · ±²®²» ª ¦¤®© ¨§  ª³±²¨·¥±ª¨µ
ª®«¥¡ ²¥«¼»µ ¬®¤ ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ K:

!i(K) = !i0(K)

�
1� i(K)

�V

V

�
: (5.64)

�®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ ±«³¦ ² ¢¥«¨·¨» i(K),
ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² ° §«¨·®¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ ²®© ¨«¨ ¨®© ¬®¤». �®£-
¤ , ¨±¯®«¼§³¿ (5.64), ¬®¦® ¯®«³·¨²¼:

i = �V

!i

d!i
dV

= �d ln!i
d lnV

: (5.65)

�®£¤  ³° ¢¥¨¥ ±®±²®¿¨¿, ± ³·¥²®¬ (5.65), ¨¬¥¥² ¢¨¤

p+
dU0
dV

=
1

V

X
i

i

 
1

2
~!i +

~!i

exp
�
~!i=(kBT )

�� 1

!
: (5.66)

� ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¬®¤¥«¨ �¥¡ ¿, ¨±¯®«¼§³¿ (5.43) ¨ (5.60), § ¯¨¸¥¬
¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨:

F = N

0@u0(v) + 9nkBT

�
T

�

�3 xDZ
0

�
1

2
x+ ln(1� e�x)

�
x2dx

1A ;

(5.67)
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£¤¥ u0(v) = U0=N , v = V=N , n = N=V ,   ¯¥°¥¬¥ ¿ x ¤ ¥²±¿
´®°¬³«®© (5.41). �§ (5.67) ¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ª®«¥¡ ²¥«¼»©
¢ª« ¤ ¢ ±¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ (F � Nu0(v)) ¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© ®²
®¡º¥¬  ¨ ²¥¬¯¥° ²³°». � ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ½²³ ´³ª¶¨¾ ¯°¥¤±² ¢¨¬
² ª:

'(V; T ) = F �Nu0(v) = T�

�
T

�

�
; (5.68)

£¤¥ �(T=�) | ´³ª¶¨¿ ®¤®£®  °£³¬¥² ,   ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ § -
¢¨±¨² ®² ¨§¬¥¥¨¿ ®¡º¥¬ , ². ¥. � = �(T=�(V )). � ¯¨¸¥¬ ¢±¯®-
¬®£ ²¥«¼®¥ ±®®²®¸¥¨¥:�

@�

@ ln �

�
T

=

�
�
@�

@�

�
T

=

�
�
@�

@V

@V

@�

�
T

=

=

�
�� T

�2
@�

@V

@V

@�
�0
�
T

= �T
�
�0 = �

�
@�

@ lnT

�
V

: (5.69)

�¨´´¥°¥¶¨°³¿ (5.68) ± ³·¥²®¬ (5.69), ¯®«³·¨¬:�
@'(V; T )

@V

�
T

= � 

V

�
@'(V; T )

@ ln �

�
T

=
T

V

�
� @�

@ lnT

�
V

; (5.70)

£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°  �°¾ ©§¥ :

 = � V

!D

d!D
dV

= �d ln!D
d lnV

= �V
�

d�

dV
= � d ln �

d lnV
: (5.71)

�±¯®«¼§³¿ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ (5.68), § ¯¨¸¥¬:�
@'(V; T )

@V

�
T

=


V

�
T

�
@'(V; T )

@T

�
V

� '(V; T )

�
: (5.72)

� ¯®¬®¹¼¾ (5.67)  ©¤¥¬ ¿¢»© ¢¨¤ ª®«¥¡ ²¥«¼®£® ¢ª« ¤  ¢ ±¢®-
¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ (F | Nu0(v)) ¨, ¯®¤±² ¢«¿¿ ¢ (5.72), ¯®«³·¨¬: 

@
�
F �Nu0(v)

�
@V

!
T

=


V

�
T

�
@F

@T

�
V

� F +Nu0(v)

�
: (5.73)

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ (5.60), ·²®¡» § ¯¨± ²¼ ±¢¿§¼

U = F � TS = F � T

�
@F

@T

�
V

: (5.74)

�°¨¢¥¤¥¬ (5.73) ª ¢¨¤³

�
�
@F

@V

�
T

+
du0(v)

dv
= 

Uª®«
V

; (5.75)
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£¤¥ Uª®« = U�Nu0(v)| ª®«¥¡ ²¥«¼ ¿ · ±²¼ ¢³²°¥¥© ½¥°£¨¨.
�¡° ¹ ¿±¼ ª (5.60), ¯°¥¤±² ¢¨¬ (5.75) ¢ ¢¨¤¥

p+
dU0
dV

= 
Uª®«
V

: (5.76)

�®®²®¸¥¨¥ (5.76)  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ ±®±²®¿¨¿ �¨{�°¾-
 ©§¥ . �¨´´¥°¥¶¨°³¿ (5.76) ¯® ²¥¬¯¥° ²³°¥, ¯®«³·¨¬:�

dp

dT

�
V

= 
CV

V
: (5.77)

�±¯®«¼§³¿ (5.77), ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ®¡º¥¬®£® ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥¯«®-
¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ (5.59) ¨ ¨§¢¥±²®¥ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ±®®²®-
¸¥¨¥ �

@V

@T

�
p

�
@p

@V

�
T

�
@T

@p

�
V

= �1;

§ ¯¨¸¥¬:

�V =
1

V

�
@V

@T

�
p

= � 1

V

(@p=@T )V
(@p=@V )T

= �T

�
@p

@T

�
V

; (5.78)

£¤¥

�T = � 1

V

�
@V

@p

�
T

(5.79)

| ¨§®²¥°¬¨·¥±ª ¿ ±¦¨¬ ¥¬®±²¼ | ¢¥«¨·¨ , ®¡° ² ¿ ¨§®²¥°¬¨-
·¥±ª®¬³ ³¯°³£®¬³ ¬®¤³«¾ ¢±¥±²®°®¥£® ±¦ ²¨¿ B (3.29). �ª®-
· ²¥«¼® ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ±®®²®¸¥¨¥ �°¾ ©§¥ , ±¢¿§»¢ -
¾¹¥¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¨ ²¥¯«®¢®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ ¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «-
« µ, ¨¬¥¥² ¢¨¤

�V =
�T

V
CV : (5.80)

�±«¨ ¯°¨¿²¼, ·²® �T ¨ V ±« ¡® § ¢¨±¿² ®² ²¥¬¯¥° ²³°», ¨§ (5.80)
±«¥¤³¥²:

�V

CV
= const: (5.81)

�²®² ´ ª² ¡»« ³±² ®¢«¥ �.�°¾ ©§¥®¬ ¢ 1908£. �° ¢¨«® (5.81)
µ®°®¸® ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ¯°®±²®© ±²°³ª²³°®©. �§
(5.81) ±«¥¤³¥², ·²® ²¥¬¯¥° ²³°»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥-
¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¨ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¤®«¦» ¡»²¼ ¯®¤®¡»¬¨.
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5.2.3. �¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼. � ¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¥®±  ¯®²®ª 
²¥¯«  Q ¢ ¤«¨®¬ ±²¥°¦¥, ¢ ª®²®°®¬ ±®§¤  £° ¤¨¥² ²¥¬¯¥° -
²³°:

Q = �{dT
dx

; (5.82)

£¤¥ { | ª®½´´¨¶¨¥² ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨, Q | ½¥°£¨¿, ¯°®µ®¤¿-
¹ ¿ ·¥°¥§ ¯®¯¥°¥·®¥ ±¥·¥¨¥ ±²¥°¦¿ ¢ ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨. �¥-
µ ¨§¬ ¯¥°¥®±  ½¥°£¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨´´³§¨®»¬: · ±²¨¶», ¯¥-
°¥®±¿¹¨¥ ½¥°£¨¾ | ´®®», ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ®² ¡®«¥¥  £°¥²®£®
ª ¬¥¥¥  £°¥²®¬³ ª®¶³ ®¡° §¶  ¯°¥²¥°¯¥¢ ¾² ¬®£®·¨±«¥»¥
±²®«ª®¢¥¨¿ ± °¥¸¥²ª®©.

�³±²¼ · ±²¨¶», ¯¥°¥®±¿¹¨¥ ½¥°£¨¾ (¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ´®-
®»), ¤¢¨¦³²±¿ ¢¤®«¼ ®±¨ X . �±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«³· © ²¥¯«®-
¢®£® ° ¢®¢¥±¨¿, ²® ·¨±«® · ±²¨¶, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ §  1 ± ¥¤¨¨·³¾
¯«®¹ ¤ª³, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°³¾ ®±¨ X , ¢¯° ¢® ¨ ¢«¥¢®, ¡³¤¥² ®¤¨ -
ª®¢»¬ ¨ ° ¢»¬ (1=2)nhjvxji, £¤¥ n| ª®¶¥²° ¶¨¿ · ±²¨¶, vx |
ª®¬¯®¥²  ±ª®°®±²¨, ³£«®¢»¥ ±ª®¡ª¨ ®§ · ¾² ³±°¥¤¥¨¥ ¯®  -
± ¬¡«¾. �±«¨ c | ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, ®²¥±¥ ¿ ª ®¤®© · ±²¨¶¥,
²® ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¨§ ®¡« ±²¨ ± «®ª «¼®© ²¥¬¯¥° ²³°®© T + �T
¢ ®¡« ±²¼ ± «®ª «¼®© ²¥¬¯¥° ²³°®© T · ±²¨¶  ¯®²¥°¿¥² ½¥°£¨¾,
° ¢³¾ c�T . �±«¨ ¨§¬¥¥¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°» �T ¯°®¨±µ®¤¨²  
° ±±²®¿¨¨ ¤«¨» ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  · ±²¨¶» �, ²® ¬®¦® § ¯¨-
± ²¼:

�T (x) =
dT

dx
� =

dT

dx
vx�; (5.83)

£¤¥ � | ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¬¥¦¤³ ±²®«ª®¢¥¨¿¬¨. �®«»© ¯®²®ª ²¥-
¯« , ±®§¤ ¢ ¥¬»© ¤¢¨¦¥¨¥¬ · ±²¨¶ ¢ ®¡®¨µ  ¯° ¢«¥¨¿µ, ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

Q = �nhv2ic� dT
dx

= �1

3
nv2c�

dT

dx
: (5.84)

�®±ª®«¼ª³ ¢ ¬®¤¥«¨ �¥¡ ¿ ±ª®°®±²¼ ¢±¥µ ´®®®¢ ®¤¨ ª®¢ , (5.84)
¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

Q = �1

3
Cv§¢�

dT

dx
; (5.85)

£¤¥ C � nc | ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, v§¢ | ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ¢ ª°¨±² ««¥.
�° ¢¨¢ ¿ (5.85) ¨ (5.82), ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨
¯®«³· ¥¬:

{ =
1

3
Cv§¢�: (5.86)

�² ª, ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼, ±¢¿§  ¿ ± ´®® ¬¨, ²¥¬ ¡®«¼¸¥, ·¥¬
¡®«¼¸¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ¨ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£ 
´®®®¢.



5.2. �£ °¬®¨·¥±ª¨¥ ½´´¥ª²» ¢ ª°¨±² «« µ 115

�°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ´®®®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ®±-
®¢®¬ ¤¢³¬¿ ¯°®¶¥±± ¬¨: ° ±±¥¿¨¥¬   ¤¥´¥ª² µ °¥¸¥²ª¨; ° ±-
±¥¿¨¥¬ ´®®®¢   ´®® µ (´®®-´®®»¬¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬).

�±«¨ ¡» ±¨«» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ¡»«¨ ¡» ·¨±²®
£ °¬®¨·¥±ª¨¬¨, ¨ª ª®£® ¬¥µ ¨§¬  ´®®-´®®®£® ¢§ ¨¬®-
¤¥©±²¢¨¿ ¥ ±³¹¥±²¢®¢ «® ¡», ¨ ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£ 
®¯°¥¤¥«¿« ±¼ ¡» ²®«¼ª® ®²° ¦¥¨¿¬¨ ´®®®¢ ®² £° ¨·»µ ¯®-
¢¥°µ®±²¥© ª°¨±² ««  ¨ ° ±±¥¿¨¥¬   ¤¥´¥ª² µ °¥¸¥²ª¨. �±®,
·²® ·¥¬ ¨¦¥ ²¥¬¯¥° ²³° , ²¥¬ ¡®«¼¸¥ ®²®±¨²¥«¼»© ¢ª« ¤ ¯®-
±«¥¤¥£® ¨§ ¬¥µ ¨§¬®¢ ° ±±¥¿¨¿ ¢ ±¨«³ ³¬¥¼¸¥¨¿  £ °¬®-
¨§¬  ª®«¥¡ ¨© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ (² ¡«. 5.2).

�  ¡ «¨ ¶   5.2. �¥¯«®¥¬®ª®±²¼, ª®½´´¨¶¨¥²
²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¨ ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®-
¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ´®®®¢ ¢ ª¢ °¶¥ ¨ NaCl

¯°¨ ° §«¨·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ

�¢ °¶ 0 �C 2,00 0,13 40

(¢¤®«¼ ®±¨ Z) �190 �C 0,55 0,50 540

NaCl 0 �C 1,88 0,07 23

�190 �C 1,00 0,27 100

�¥®°¨¿ ´®®-´®®®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤®±² ²®·® ±«®¦ .
�¤¨¬ ¨§ ¥¥ °¥§³«¼² ²®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ² ¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¼
¤«¨» ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ²¥¬¯¥° ²³°¥:

� � 1

T
: (5.87)

�²®² ´ ª² ±®£« ±³¥²±¿ ± ½ª±¯¥°¨¬¥²®¬ ¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³-
° µ. � ·¥±²¢¥®¥ ®¡º¿±¥¨¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ (5.87) ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®,
·²® ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �« ª  ¤«¿ ´®®®¢ (5.15) ¯°¨ ¢»±®-
ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯°¨¢®¤¨² ª ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ ·¨±«  ´®®®¢
 ¡±®«¾²®© ²¥¬¯¥° ²³°¥:

n =

 
1

exp
�
~!=(kBT )

�� 1

!
T!1

� kB
~!

T: (5.88)

� ±²®²  ±²®«ª®¢¥¨¿ ¤ ®£® ´®®  ± ¤°³£¨¬¨ ¤®«¦  ¡»²¼ ¯°®-
¯®°¶¨® «¼  ¨µ ·¨±«³. �®£¤ ,  ¯°®²¨¢, ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®-
¡¥£  ¡³¤¥² ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼®© ¨µ ·¨±«³, ¨ ¢»¯®«¥¨¥ ±®-
®²®¸¥¨¿ (5.87) ¯° ¢®¬®·®.

�°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ·¨±«® ´®®®¢ ³¡»¢ ¥² ±®£« ±® ½ª±-
¯®¥¶¨ «¼®¬³ § ª®³, ¨ ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ¯°®¡¥£  ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿
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¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ² ª¦¥ ¯® ½ª±¯®¥¶¨ «¼®¬³ § -
ª®³:

� � exp

�
�

2T

�
; (5.89)

£¤¥ � | ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿.
�®¢¥°¸¥»¥ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ª°¨±² ««» ¬®£³² ®¡« ¤ ²¼ ±²®«¼

¦¥ ¢»±®ª®© ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼¾, ·²® ¨ ¬¥² ««», £¤¥ ¤®¯®«¨²¥«¼-
»¬ ¨±²®·¨ª®¬ ¯¥°¥®±  ²¥¯«®¢®© ½¥°£¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±¢®¡®¤»¥
½«¥ª²°®». �¨²¥²¨·¥±ª¨© ± ¯´¨° (Al2O3) ¨¬¥¥² ®¤® ¨§ ± ¬»µ
¢»±®ª¨µ § ·¥¨© ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ 2 � 104�²=(¬ ��). � ª±¨-
¬³¬ ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ ± ¯´¨°  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢»¸¥ ¬ ª±¨¬³¬  ¤«¿
¬¥¤¨, ° ¢®£® 5 � 103�²=(¬ ��).

�   ¤   · ¨

5.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ ±°¥¤¾¾ ½¥°£¨¾ £ °¬®¨·¥±ª®£® ®±¶¨««¿²®°  ±®-
£« ±® ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨.

5.2. �»·¨±«¨²¼ ±°¥¤¾¾ ½¥°£¨¾ ®±¶¨««¿²®°  ¯°¨ ¤ ®© ²¥¬¯¥° -
²³°¥ T ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½¥°£¨¨ ®±¶¨««¿²®°®¢ ¯®¤·¨¿-
¥²±¿ ±² ²¨±²¨ª¥ �®«¼¶¬  . � ±±¬®²°¥²¼ ¯¥°¥µ®¤ ¯°¨ T !1.

5.3. �®ª § ²¼, ·²® ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ±°¥¤¥© ½¥°£¨¨ ª« ±±¨·¥±ª®© ±¨-

±²¥¬» ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥ E = kBT
2d(lnZ)=dT , £¤¥ Z | ¨²¥-

£° « ±®±²®¿¨¿, ª®²®°»© ° ¢¥

Z =

ZZ
exp

�
�E(p; q)=(kBT )

�
dpdq;

p | ¨¬¯³«¼±, q | ª®®°¤¨ ² .

5.4. �®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ¨§ª®²¥¬¯¥° ²³°®© °¥¸¥²®·®© ²¥-
¯«®¥¬ª®±²¨ ®¤®¬¥°®£® ¨ ¤¢³¬¥°®£® ª°¨±² ««®¢.

5.5. �¯°¥¤¥«¨²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ²¥¬¯¥° ²³°³ � ¬¥¤¨, ¥±«¨ ±¦¨-

¬ ¥¬®±²¼ 0; 76 � 10�11¬2=�,   ¯®±²®¿ ¿ °¥¸¥²ª¨ 3,61�A.

5.6. � ©²¨  ¯° ¢«¥¨¿ ¢ ²°¨£® «¼®¬ ª°¨±² ««¥, ¢ ª®²®°»µ ª®½´-
´¨¶¨¥²²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ° ¢¥ ³«¾. �®¬¯®¥²» ²¥§®°  ²¥¯«®-
¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ° ¢»: �11 = �22 = �5; 6�10�6��1, �33 = 25�10�6��1.


