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�¡° ²¨¬±¿ ª ¬®¤¥«¨, ³¦¥ ®¡±³¦¤ ¢¸¥©±¿ ¢ ­ ¸¥¬ ª³°±¥, |
«®£¨±²¨·¥±ª®¬³ ®²®¡° ¦¥­¨¾

xn+1 = 1� �x2n: (15.1)

�¨­ ¬¨ª  § ¢¨±¨² ®² ¥¤¨­±²¢¥­­®£® ¯ ° ¬¥²°  �. �°¨ � = 0 ¯®-
±«¥ ¯¥°¢®© ¦¥ ¨²¥° ¶¨¨ ¯®«³· ¥¬ x = 1, ¨ ¤ «¥¥ ¢¥«¨·¨­  x ­¥
¬¥­¿¥²±¿, ². ¥. ½²® ¯°®±²®© °¥£³«¿°­»© °¥¦¨¬ | ³±²®©·¨¢ ¿ ­¥¯®-
¤¢¨¦­ ¿ ²®·ª . � ¤°³£®© ±²®°®­», ª ª ¬» §­ ¥¬ ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¨µ
«¥ª¶¨©, ¯°¨ � = 2 °¥ «¨§³¥²±¿ µ ®±. �±²¥±²¢¥­­® ±¯°®±¨²¼, ª ª
®­ ¢®§­¨ª ¥² ¯°¨ ¯« ¢­®¬ ³¢¥«¨·¥­¨¨ � ®² 0 ¤® 2?

15.1. �¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨

�¨±. 15.1 ¯®ª §»¢ ¥², ª ª ³±²°®¥­® ®¤­®¬¥°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®
¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®¤¥«¨ ¨ ª ª ¢»£«¿¤¿² ¨²¥° ¶¨®­­»¥ ¤¨ £° ¬¬» ¢
° §«¨·­»µ ®¡« ±²¿µ.

�°¨ � < 0;75  ²²° ª²®°®¬ ±«³¦¨² ­¥¯®¤¢¨¦­ ¿ ²®·ª , ª®²®-
°³¾ ¬®¦­® ² ª¦¥ ­ §¢ ²¼ ¶¨ª«®¬ ¯¥°¨®¤  1. �¥ ¬®¦­® ­ ©²¨
¿¢­®, °¥¸¨¢ ª¢ ¤° ²­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ x = 1 � �x2, ®²ª³¤  x0 =
=
�
1�p1 + 4�

�
=2�. (�²®°®© ª®°¥­¼ ª¢ ¤° ²­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ®²-

¢¥· ¥² ­¥³±²®©·¨¢®© ­¥¯®¤¢¨¦­®© ²®·ª¥, °¥¯¥««¥°³.) �²®¡» ¨±-
±«¥¤®¢ ²¼ ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³ ­  ³±²®©·¨¢®±²¼, ±«¥¤³¥² ¢»·¨±«¨²¼
¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°, ¯®ª §»¢ ¾¹¨© ª ª ¨§¬¥­¿¥²±¿ ¬ «®¥ ¢®§¬³¹¥-
­¨¥ §  ¯¥°¨®¤ ¶¨ª« . �²® ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ´³­ª¶¨¨ f(x) = 1 � �x2

¢ ²®·ª¥ x = x0: � = f 0(x0) = �2�x0 = �1 � p
1 + 4�. �²±¾¤ 

¢¨¤¨¬, ·²® ¯°¨ � = 0;75 ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¯¥°¥µ®¤¨² ·¥°¥§ (�1), ¨
­¥¯®¤¢¨¦­ ¿ ²®·ª  ²¥°¿¥² ³±²®©·¨¢®±²¼. �°¨ ½²®¬ ®² ­¥¥ ®²¤¥«¿-
¥²±¿ ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  2: ³±² ­®¢¨¢¸¨©±¿ °¥¦¨¬ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©
·¥°¥¤³¾¹³¾±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¤¢³µ ·¨±¥«: x1, x2, x1, x2, : : :,
ª®²®°»¥ ¤®«¦­» ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ±¨±²¥¬¥ ³° ¢­¥­¨©

x2 = 1� �x21; x1 = 1� �x22: (15.2)

�»·¨² ¿ ®¤­® ³° ¢­¥­¨¥ ¨§ ¤°³£®£® ¨ ¯°¥¤¯®« £ ¿, ·²® x1 6=6= x2, ¯®«³· ¥¬ x1 + x2 = 1=�. �±ª«¾· ¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ½²®£® ¢»-
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° ¦¥­¨¿ ®¤­® ¨§ ­¥¨§¢¥±²­»µ, ¯°¨µ®¤¨¬ ª ª¢ ¤° ²­®¬³ ³° ¢­¥-
­¨¾ 1=� � x = 1 � �x2, ®²ª³¤  x1;2 =

�
1�p4�� 3

�
=2�. �³«¼-

²¨¯«¨ª ²®° ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  2 ¢»·¨±«¿¥²±¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ¶¥¯-
­®£® ¯° ¢¨«  ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨ ¨ ° ¢¥­ � =
= f 0(x1)f

0(x2) = 4 � 4�. �°¨ � = 1;25 ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¶¨ª« 
¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ (�1), ¨ ®­, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ²¥°¿¥² ³±²®©·¨¢®±²¼.
�®¦¤ ¥²±¿ ³±²®©·¨¢»© ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  4. � «¥¥ ² ª¨¬ ¦¥ ®¡° §®¬

�¨±. 15.1. �¡« ±²¨ ° §«¨·­»µ °¥¦¨¬®¢ ­  ®±¨ ¯ ° ¬¥²°  � ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£®
®²®¡° ¦¥­¨¿ (15.1) | Àª °²  ¤¨­ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢Á ¢ ®¤­®¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­-
±²¢¥ ¨ ¨²¥° ¶¨®­­»¥ ¤¨ £° ¬¬», ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ¤¨­ ¬¨ª³ ¢ ­¥ª®²®°»µ ²®·-
ª µ. �¡« ±²¨ µ ®±  ¯®ª § ­» ¡¥«»¬ ¶¢¥²®¬

¯°®¨±µ®¤¨² ¯®²¥°¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  4 ¨ °®¦¤¥­¨¥ ¶¨-
ª«  ¯¥°¨®¤  8 ¨ ². ¤. ¤® ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¡¨´³°-
ª ¶¨®­­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°  � ¯°¨¢¥¤¥­» ¢ ² ¡«¨¶¥.

�¥ «¨§³¾¹¨©±¿ ª ±ª ¤ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  ­ £«¿¤­®
¯°¥¤±² ¢«¥­ ­  °¨±. 15.2, £¤¥ ¯®ª § ­  ² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿ ¡¨´³°ª -
¶¨®­­ ¿ ¤¨ £° ¬¬  ¨«¨ ¡¨´³°ª ¶¨®­­®¥ ¤¥°¥¢®. �«¿ ¥£® ¯®±²°®¥-
­¨¿ ­  ª®¬¯¼¾²¥°¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® § ¤ ¾²±¿ §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²° 
± ­¥ª®²®°»¬ ¬ «»¬ ¸ £®¬; ¤«¿ ª ¦¤®£® ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ­¥ª®²®°®¥
·¨±«® ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¤® ¢»µ®¤  ­   ²²° ª²®°,   § ²¥¬ ¯®-
«³· ¥¬»¥ ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ¢¥«¨·¨­» x ®²ª« ¤»¢ ¾²±¿ ­  £° ´¨ª¥.
�  °¨±³­ª¥ µ®°®¸® ¢¨¤­» ²®·ª¨ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥­¨© ¯¥°¨®¤ ,
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�  ¡ «¨¶  . �­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°  ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨ x0 = 1 � �x2,
®²¢¥· ¾¹¨¥ ¡¨´³°ª ¶¨¿¬ ³¤¢®¥­¨¿ ¯¥°¨®¤ , ±¢¥°µ³±²®©·¨¢»¬ ¶¨ª« ¬ ¨ ²®·ª ¬

�¨§¾°¥¢¨·  (À° §¢¨²»© µ ®±Á)

�®¬¥° k �¨´³°ª ¶¨¿ ³¤¢®¥-
­¨¿ ¯¥°¨®¤ , �k

�¢¥°µ³±²®©·¨¢»¥
¶¨ª«», �0k

�®·ª¨�¨§¾°¥¢¨· ,
�Mk

1 0,75 0 2

2 1,25 1 1,54368901269

3 1,36809893939 1,31070264134 1,43035763245

4 1,39404615660 1,38154748443 1,40740511816

5 1,39963123887 1,39694535970 1,40249217636

6 1,40082874237 1,40025308121 1,40144149425

7 1,40108527126 1,40096196294 1,40121650431

8 1,40114021470 1,40111380494 1,40116832084

9 1,40115198203 1,40114632583 1,40115800151

10 1,40115450224 1,40115329085 1,40115579142

�°¥¤¥« 1,40115518909 1,40115518909 1,40115518909

£¤¥ ª ¦¤ ¿ ¢¥²¢¼ ¤¥°¥¢  ° ±¹¥¯«¿¥²±¿ ­  ¤¢¥. �°¨ ¤®±² ²®·­®
¡®«¼¸¨µ � ­ ¡«¾¤ ¥²±¿ µ ®±, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¡« ±²¨ ¢»£«¿¤¿²
ª ª ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥­¥¥ ° ¢­®¬¥°­® § ¯®«­¥­­»¥ ²®·ª ¬¨ ³· ±²ª¨
Àª°®­»Á. �¡« ±²¨ µ ®±  ·¥°¥¤³¾²±¿ ± À®ª­ ¬¨ ³±²®©·¨¢®±²¨Á |
³§ª¨¬¨ §®­ ¬¨ ¯® ¯ ° ¬¥²°³, ¢ ª®²®°»µ ¤¨­ ¬¨ª  ±² ­®¢¨²±¿ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª®©.

�¨±. 15.2. �¨´³°ª ¶¨®­­ ¿ ¤¨ £° ¬¬  (À¡¨´³°ª ¶¨®­­®¥ ¤¥°¥¢®Á) ¤«¿ «®£¨±²¨-
·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿

�¯°¥¤¥«¥­­»¥ § ª«¾·¥­¨¿ ® ¯®°¿¤ª¥ ¯®¿¢«¥­¨¿ ¶¨ª«®¢ ° §«¨·­®£®
¯¥°¨®¤  ¨, ¢ ²®¬ ·¨±«¥, ®ª®­ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨,
¬®¦­® ±¤¥« ²¼ ­  ®±­®¢ ­¨¨ ²¥®°¥¬» � °ª®¢±ª®£® («¥ª¶¨¿ 2). �¯° -
¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ (ª­¨£  � °ª®¢±ª¨© ¨ ¤°., 1986). �³±²¼
�[m] | ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²° , ¯°¨ ª®²®°®¬ ³ ®²®¡° ¦¥­¨¿
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¨¬¥¥²±¿ ¶¨ª« ¯¥°¨®¤  m. �®£¤ 

�[1] 6 �[2] 6 �[22] 6 �[23] 6 : : : 6

6 �[23 � 9] 6 �[23 � 7] 6 �[23 � 5] 6 �[23 � 3] 6 : : : 6 �[22 � 9] 6

6 �[22 � 7] 6 �[22 � 5] 6 �[22 � 3] 6 : : : 6 �[2 � 9] 6

6 �[2 � 7] 6 �[2 � 5] 6 �[2 � 3] 6 : : : 6 �[9] 6 �[7] 6 �[5] 6 �[3]:

�®¤·¥°ª­¥¬, ·²® ²¥®°¥¬  £®¢®°¨² ²®«¼ª® ® ­ «¨·¨¨ ¶¨ª«®¢ ¨ ­¨·¥£®
­¥ ³²¢¥°¦¤ ¥² ®²­®±¨²¥«¼­® ¨µ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¨«¨ ­¥³±²®©·¨¢®±²¨.

� ª ¬®¦­® ¢¨¤¥²¼ ¨§ ² ¡«¨¶», ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ²®·¥ª ¡¨-
´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  ±µ®¤¨²±¿ ª ®¯°¥¤¥«¥­­®¬³ ¯°¥¤¥«³, ª®-
²®°»© ¯®  ­ «®£¨¨ ± ²¥®°¨¥© ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢ ­ §»¢ ¾²
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª®©. �°³£®©, ¡®«¥¥ ¯°®±²®© ±¯®±®¡ ­ ©²¨ ª°¨-
²¨·¥±ª³¾ ²®·ª³ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ¯°®±«¥¤¨²¼ §  ¯®±«¥¤®¢ -
²¥«¼­®±²¼¾ ² ª ­ §»¢ ¥¬»µ ±¢¥°µ³±²®©·¨¢»µ ¶¨ª«®¢. �²¨ ¶¨-
ª«», ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¢ ±¢®¥© ®°¡¨²¥ ²®·ª³ ½ª±²°¥¬³¬ , °¥ «¨§³¾²±¿
¯°¨ ­¥ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ §­ ·¥­¨¿µ ¯ ° ¬¥²°  �0k. �®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼­®±²¼ �0k ±µ®¤¨²±¿ ¯® ² ª®¬³ ¦¥ § ª®­³ ¨ ª ²®¬³ ¦¥ ¯°¥¤¥«³,
ª ª ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �k:

�c = lim
k!1

�k = lim
k!1

�0k = 1;40115518909205060052382 : : : (15.3)

� ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ±¬»±«¥ ½²  ²®·ª  ¿¢«¿¥²±¿ £° ­¨¶¥© µ ®± :
¯°¨ � < �c °¥ «¨§³¥²±¿ ²®«¼ª® °¥£³«¿°­®¥, ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¥ ¯®¢¥¤¥-
­¨¥,   ¤«¿ � > �c ¢ ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ «®© ®ª°¥±²­®±²¨ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¨ ±³¹¥±²¢³¾² §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²° , ®²¢¥· ¾¹¨¥ µ ®±³. � ­ -
«¨·¨¨ µ ®±  ¬®¦­® ±³¤¨²¼ ¯® £° ´¨ª³ «¿¯³­®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿,
®¡±³¦¤ ¢¸¥¬³±¿ ¢ ®¤­®© ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¨µ «¥ª¶¨© (±¬. °¨±. 10.5).
� ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢»µ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ¤¢¨¦¥­¨© «¿¯³­®¢±ª¨© ¯®-
ª § ²¥«¼ ®²°¨¶ ²¥«¥­. � ²®·ª µ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  ®­
¯®¤µ®¤¨² ª ­³«¾. �  ²®·ª®© ­ ª®¯«¥­¨¿ ª ±ª ¤  ³¤¢®¥­¨© ¯¥-
°¨®¤  § ¢¨±¨¬®±²¼ «¿¯³­®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®² ¯ ° ¬¥²°  ¨¬¥¥²
±«®¦­»© µ ° ª²¥°, ¯°¨·¥¬ ·¥°¥¤³¾²±¿ ®¡« ±²¨ µ ®±  ± ¯®«®¦¨-
²¥«¼­»¬¨ ¥£® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢, ¤«¿ ª®²®°»µ
®­ ®²°¨¶ ²¥«¥­.

�¥©£¥­¡ ³¬ § ¬¥²¨«, ·²® ¨­²¥°¢ « ¯® ¯ ° ¬¥²°³ ¬¥¦¤³ ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼­»¬¨ ¡¨´³°ª ¶¨¿¬¨ ³¤¢®¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  ³¬¥­¼¸ ¥²±¿
± °®±²®¬ ¨µ ­®¬¥°  ² ª, ·²® ®²­®¸¥­¨¥ (�k � �k�1)=(�k+1 � �k)
±²°¥¬¨²±¿ ª ª®­±² ­²¥ � = 4;669: : :, ª®²®°³¾ ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼
ª®­±² ­²®© �¥©£¥­¡ ³¬ . �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼
§­ ·¥­¨© �k ±µ®¤¨²±¿ ¯® § ª®­³ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨. � -
ª¨¬ ¦¥ ±¢®©±²¢®¬ ®¡« ¤ ¥² ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �0k. �²¨ ­ ¡«¾-
¤¥­¨¿ ¡»«¨ ¡» ¨­²¥°¥±­»¬¨ ¨ ± ¬¨ ¯® ±¥¡¥, ­® ®ª § «®±¼, ·²® ² -
ª®© ¦¥ § ª®­ ±µ®¤¨¬®±²¨, ± ²®© ¦¥ ± ¬®© ª®­±² ­²®©, ¨¬¥¥² ¬¥±²®
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¤«¿ ¬­®£¨µ ¤°³£¨µ ®¤­®¬¥°­»µ ®²®¡° ¦¥­¨© (­ ¯°¨¬¥°, xn+1 =
= � sin xn),   ² ª¦¥ ¤«¿ ¬­®£¨µ ­¥«¨­¥©­»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢­»µ ±¨-
±²¥¬, ®¯¨±»¢ ¥¬»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨ (±¬. «¥ª-
¶¨¾ 5). �²® § ¬¥· ²¥«¼­®¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ­³¦¤ ¥²±¿, ®·¥¢¨¤­®, ¢
±¥°¼¥§­®¬ ²¥®°¥²¨·¥±ª®¬ ®¡®±­®¢ ­¨¨. �­® ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨¢«¥·¥-
­¨¥¬ ¬¥²®¤  °¥­®°¬£°³¯¯» (��), ª ¨§«®¦¥­¨¾ ª®²®°®£® ¬» ²¥¯¥°¼
¯¥°¥µ®¤¨¬.

15.2. �° ¢­¥­¨¥ ��

�«¿ ­ ¸¥© ¨±µ®¤­®© ¬®¤¥«¨ ³° ¢­¥­¨¥ xn+1 = f(xn), f(x) =
= 1 � �x2 ®¯°¥¤¥«¿¥² ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ®¤¨­ ¢°¥¬¥­­®©
¸ £. �±«¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¤¢  ¸ £ , ²® ¨¬¥¥¬, ®·¥¢¨¤­®, xn+2 =
= f

�
f(xn)

�
= 1 � �(1 � �x2n)

2. �¢¥¤¥¬ ¢¬¥±²® x ­®¢³¾ ¯¥°¥-
¬¥­­³¾, ®²«¨· ¾¹³¾±¿ ®² ±² °®© ²®«¼ª® ¯®±²®¿­­»¬ ¬­®¦¨²¥-
«¥¬ �0. �²®² ¬­®¦¨²¥«¼ ¯®¤¡¥°¥¬ ² ª, ·²®¡» ´³­ª¶¨¿, § ¤ ¾-
¹ ¿ ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ¤¢  ¸ £ , ¡»«  ­®°¬¨°®¢ ­  ¢ ­ · «¥
ª®®°¤¨­ ² ­  ¥¤¨­¨¶³. � ¬¥­¿¿ ¢ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¿µ ³° ¢-
­¥­¨¿ x ­  x=�0, § ¯¨¸¥¬ °¥§³«¼² ² ¢ ¢¨¤¥ xn+2 = f1(xn), £¤¥
f1(x) = �0f

�
f(x=�0)

�
, �0 = 1=f

�
f(0)

�
= 1� �. �¥¯¥°¼ ¯°¨¬¥¬ § 

¨±µ®¤­³¾ ´³­ª¶¨¾ f1(x) ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¬ ­ ¤ ­¥© ²¥ ¦¥ ¤¥©±²¢¨¿. �®-
«³·¨²±¿ ¯¥°¥­®°¬¨°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ·¥²»°¥ ¸ £ :
xn+4 = f2(xn), £¤¥ f2(x) = �1f1

�
f1(x=�1)

�
, �1 = 1=f1

�
f1(0)

�
. � -

«¥¥ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³ ¬®¦­® ¯®¢²®°¿²¼ ±­®¢  ¨ ±­®¢ , ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª
°¥ª³°°¥­²­®¬³ ³° ¢­¥­¨¾

fk+1(x) = �kfk

�
fk

�
x

�k

��
; �k =

1

fk
�
fk(0)

� : (15.4)

�²® ¨ ¥±²¼ ³° ¢­¥­¨¥ ��. �¬»±« ¥£® ¢ ²®¬, ·²® ®­® ¢»° ¦ ¥² ®¯¥-
° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  2k+1 ¸ £®¢ ·¥°¥§ ®¯¥° ²®° §  2k ¸ £®¢, ¯°¨·¥¬
¤«¿ ª ¦¤®£® ®¯¥° ²®°  ¤¨­ ¬¨·¥±ª ¿ ¯¥°¥¬¥­­ ¿ ­®°¬¨°®¢ ­  ­ 
±¢®© ¬ ±¸² ¡­»© ¬­®¦¨²¥«¼.

� ¤ ¢ ¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ­ · «¼­®© ´³­ª¶¨¾ f(x) = 1 � �x2, ° ±-
±¬®²°¨¬ §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°  � ­¥¬­®£® ¬¥­¼¸¥¥, ° ¢­®¥ ¨ ­¥-
¬­®£® ¡®«¼¸¥¥ ª°¨²¨·¥±ª®£® �c. � ª ¡³¤¥² ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§
½²¨µ ±«³· ¥¢ ¯®°®¦¤ ¥¬ ¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ (15.4) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼
´³­ª¶¨©? �®¦­® ­ ¯¨± ²¼ ¯°®£° ¬¬³ ¤«¿ ª®¬¯¼¾²¥° , ª®²®° ¿
±²°®¨«  ¡» £° ´¨ª¨ ´³­ª¶¨© f(x), f1(x), f2(x), : : : �  °¨±. 15.3
¯®ª § ­®, ª ª ®­¨ ¢»£«¿¤¿². �°¨ � < �c £° ´¨ª ±² ­®¢¨²±¿ ®²
¸ £  ª ¸ £³ ¢±¥ ¡®«¥¥ ¯®«®£¨¬,   ¯°¨ � > �c | ¢±¥ ¡®«¥¥ ª°³-
²»¬. �±«¨ ¦¥ � = �c, ²® ´®°¬  ª°¨¢®© ­  £° ´¨ª¥ ±² ¡¨«¨§¨-
°³¥²±¿ ¯®±«¥ ¯¥°¢»µ ¸ £®¢ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¨ ¡®«¥¥ ­¥ ¬¥­¿-
¥²±¿. �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ §­ ·¥­¨¿µ ¨­¤¥ª±  k ´³­ª¶¨¨
fk(x) ¯¥°¥±² ¾² ®² ­¥£® § ¢¨±¥²¼, ¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯°¥¤¥«¥­­»© ¯°¥-
¤¥«: lim

k!1
fk(x) = g(x). �®£¤  ¨§ ´®°¬³«» (15.4) ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿
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´³­ª¶¨¨ g(x) ¤®«¦­® ¡»²¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±®®²­®¸¥­¨¥

g(x) = �g
�
g
�x
�

��
; (15.5)

ª®²®°®¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ �¥©£¥­¡ ³¬ {�¢¨² ­®¢¨· . �°¨
½²®¬

g(0) = 1 ¨ � =
1

g
�
g(0)

�: (15.6)

� ¬¥²¨¬, ·²® ´³­ª¶¨¿ g(x) ¤®«¦­  ¨¬¥²¼ ¯°¨ x = 0 ª¢ ¤° -
²¨·­»© ½ª±²°¥¬³¬, ¨¡® ®­ ¯°¨±³²±²¢³¥² ³ ¢±¥µ ´³­ª¶¨© fk(x).
� ³·¥²®¬ ½²®£® ³±«®¢¨¿, °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (15.5) ®ª §»¢ ¥²±¿

�¨±. 15.3. �¥©±²¢¨¥ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ­  ´³­ª¶¨¾ f(x) ¯°¨ §­ ·¥­¨¿µ ¯ ° -
¬¥²°  � ¬¥­¼¸¥¬, ° ¢­®¬ ¨ ¡®«¼¸¥¬ ª°¨²¨·¥±ª®£® �c

¥¤¨­±²¢¥­­»¬, ¨ ¥£® ¬®¦­® ­ ©²¨ ±«¥¤³¾¹¨¬ ¬¥²®¤®¬. �°¥¤±² -
¢¨¬ ´³­ª¶¨¾ g(x) ª®­¥·­»¬ ®²°¥§ª®¬ °¿¤  �¥©«®° , ±®¤¥°¦ ¹¨¬
·¥²­»¥ ±²¥¯¥­¨ x,

g(x) = 1 +
mX
r=1

grx
2r (15.7)
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¨ °¥ «¨§³¥¬ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ (15.4) ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯¼¾²¥°­®© ¯°®-
£° ¬¬», ®¯¥°¨°³¾¹¥© ± ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¯®«¨­®¬¨ «¼­»µ ° §«®-
¦¥­¨©. �±«®¢¨¥ ° ¢¥­±²¢  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ° §«®¦¥­¨¿ ´³­ª¶¨©,
´¨£³°¨°³¾¹¨µ ¢ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¿µ ³° ¢­¥­¨© �¥©£¥­¡ ³¬ {
�¢¨² ­®¢¨· , ±®®²¢¥²±²¢³¥² ­¥ª®²®°®© ±¨±²¥¬¥ ­¥«¨­¥©­»µ  «£¥-
¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨©8<

:
g1 = R1(g1; g2; : : : ; gm);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

gm = Rm(g1; g2; : : : ; gm);

(15.8)

ª®²®°³¾ ¬®¦­® °¥¸¨²¼ ·¨±«¥­­®, ­ ¯°¨¬¥°, ¬­®£®¬¥°­»¬ ¬¥²®-
¤®¬ �¼¾²®­ . �¥©£¥­¡ ³¬ ¯°¨¢®¤¨² °¥§³«¼² ² | ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥
´³­ª¶¨¨ g ¤«¿ jxj 6 1 ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¤¥±¿²®£® §­ ª  ¯®±«¥ § ¯¿²®©
(Feigenbaum, 1979):

g(x) = 1� 1;527632997x2+ 0;1048151943x4+ 0;0267056735x6�
� 0;0035274139x8+ 0;0000815819x10+

+ 0;0000253684x12� 0;0000026878x14: (15.9)

� ±¸² ¡­ ¿ ª®­±² ­²  ®ª §»¢ ¥²±¿ ° ¢­®©

� =
1

g(1)
= �2;50290787509589282 : : : (15.10)

�° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ g(x) ¯®ª § ­ ­  °¨±. 15.4. �  ¯°¥¤¥« ¬¨ ¨­-
²¥°¢ «  [�1; 1] ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ (15.9) ­¥ ¯°¨£®¤­®, ®¤­ ª® ´³­ª-

�¨±. 15.4. �° ´¨ª ³­¨¢¥°± «¼­®© ´³­ª¶¨¨ | °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ �¥©£¥­-
¡ ³¬ {�¢¨² ­®¢¨· 

¶¨¾ g(x) ¬®¦­® ¢»·¨±«¨²¼, ¯°¨¢«¥ª ¿ ³° ¢­¥­¨¿ �¥©£¥­¡ ³¬ {
�¢¨² ­®¢¨·  (15.5) ¢ ±®·¥² ­¨¨ ± (15.9).

� ·¥¬ ±®±²®¨² ±¬»±« ­ ©¤¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ | ´³­ª¶¨¨ g(x)?
�®¦­® ±ª § ²¼, ·²® ®­  ®¯°¥¤¥«¿¥² (± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¬ ±¸² ¡­®£®
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¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿) ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ ¨±µ®¤­®© ±¨±²¥¬» ¢ ª°¨²¨·¥-
±ª®© ²®·ª¥ §  ·¨±«® ¸ £®¢ 2k. �®«¥¥ ª®­ª°¥²­®, ¢  ±¨¬¯²®²¨ª¥ ¯®
k ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²­®¸¥­¨¥:

f2
k

(x) = f
�
f(f(: : : (x) : : :))

� �= g(Akx)

Ak

; Ak =
1

f2k(0)
�= const � �k :

(15.11)

�®¤·¥°ª­¥¬, ·²® ¢ ´®°¬³« µ (15.5) ¨ (15.6) ¯°¨±³²±²¢³¥² ²®«¼ª®
´³­ª¶¨¿ g ¨ ­¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ­¨ª ª®£® ¢®±¯®¬¨­ ­¨¿ ® ª®­ª°¥²­®©
´®°¬¥ ¨±µ®¤­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿. �²® §­ ·¨², ·²® ´³­ª¶¨¿ g(x) ³­¨-
¢¥°± «¼­  | ¥¥ ¢¨¤ ®¡³±«®¢«¥­ «¨¸¼ ±²°³ª²³°®© ®¯¥° ¶¨¨ ��,
¯°¨¢¿§ ­­®© ¨¬¥­­® ª ¨§³·¥­¨¾ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®-
¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  (­ ¯®¬­¨¬, ·²® ¬» ±«¥¤¨«¨ §  ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ¢¨¤ 
¯¥°¥­®°¬¨°®¢ ­­®£® ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ ¯°¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»µ
³¤¢®¥­¨¿µ ¤«¨²¥«¼­®±²¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¢°¥¬¥­­»µ ¨­²¥°¢ -
«®¢). �±«¨ ¢ ®²®¡° ¦¥­¨¨, ¨¬¥¾¹¥¬ ª¢ ¤° ²¨·­»© ½ª±²°¥¬³¬,
°¥ «¨§³¥²±¿ ª ±ª ¤ ¡¨´³°ª ¶¨© ³¤¢®¥­¨© ¯¥°¨®¤  ¨ ±³¹¥±²¢³¥²
ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ²® ­¥§ ¢¨±¨¬® ®² ª®­ª°¥²­®£® ¢¨¤  ®²®¡° ¦¥-
­¨¿ ¯¥°¥­®°¬¨°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ ­  ¡®«¼¸¨µ ¢°¥¬¥­ µ
¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¡³¤¥² ®¯¨±»¢ ²¼±¿ ²®© ¦¥ ± ¬®© ´³­ª¶¨¥© g.
(�³¹¥±²¢¥­­ ¿ ¤¥² «¼: §  ­ · «® ®²±·¥² , ®²­®±¨²¥«¼­® ª®²®°®£®
¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¬ ±¸² ¡ ¯°¨ ¯¥°¥­®°¬¨°®¢ª¥, ¤®«¦­  ¡»²¼ ¯°¨-
­¿²  ²®·ª  ½ª±²°¥¬³¬  ¨±µ®¤­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿.)

� ¬¥²¨¬, ·²® ®²®¡° ¦¥­¨¥ x0 = g(x) ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³
x� = 0;5493: : : �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ²®·ª  x�=� ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¶¨-
ª«³ ¯¥°¨®¤  2 ²®£® ¦¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¨§ ´³­ª¶¨®-
­ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ª®²®°®¬³ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ´³­ª¶¨¿ g(x), ¬®¦­®
¢¨¤¥²¼, ·²® g

�
g(x�=�)

�
= x�=�. �­ «®£¨·­»¬ ®¡° §®¬ ¬®¦­® ¯®-

ª § ²¼, ·²® x�=�2 ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¶¨ª«³ ¯¥°¨®¤  4, x�=�3 | ¶¨ª«³
¯¥°¨®¤  8 ¨ ². ¤. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®²®¡° ¦¥­¨¥ x0 = g(x) ¨¬¥¥² ¶¨-
ª«» ±® ¢±¥¢®§¬®¦­»¬¨ ¯¥°¨®¤ ¬¨ 2k . �±¥ ½²¨ ¶¨ª«» ­¥³±²®©·¨¢»
¨ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ² ª¨¬¨ ¦¥ ¯® ¢¥«¨·¨­¥ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¬¨,
ª ª ¨ ­¥¯®¤¢¨¦­ ¿ ²®·ª : �c = g0(x�) = �1;6011913: : : �«¿ «®£¨-
±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ (¨ «¾¡®© ¤°³£®© ª®­ª°¥²­®© ±¨±²¥¬», ®²-
­®±¿¹¥©±¿ ª ¤ ­­®¬³ ª« ±±³ ³­¨¢¥°± «¼­®±²¨) ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°»
¶¨ª«®¢ ¯¥°¨®¤  2k ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¡»±²°® ±µ®¤¿²±¿ ¯°¨ ³¢¥-
«¨·¥­¨¨ k ª ³­¨¢¥°± «¼­®© ª®­±² ­²¥ �c.

15.3. �¨­¥ °¨§®¢ ­­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ��

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ­¥¬­®£® ¨§¬¥­¨«¨ ¯ ° ¬¥²° ¢ ¨±µ®¤­®¬
®²®¡° ¦¥­¨¨ ¨ ¢»¸«¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ¨§ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨. �²® ±®-
®²¢¥²±²¢³¥² ­¥ª®²®°®¬³ ¢®§¬³¹¥­¨¾ ­ · «¼­®£® ³±«®¢¨¿ ¢ ³° ¢­¥-
­¨¨ �� (15.4), ² ª ·²® ²¥¯¥°¼ ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ­¥ ± ­¥¯®¤¢¨¦­®©
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²®·ª®© g(x),   ± °¥¸¥­¨¿¬¨ ¢¡«¨§¨ ­¥¥. �®°¬ «¼­®, ­ ¬ ±«¥¤®¢ «®
¡» ¯°®±²® ¨±ª ²¼ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (15.4) ¢ ¢¨¤¥

fk(x) = g(x) + "hk(x) (15.12)

¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¬ «®£® ¢®§¬³¹¥­¨¿ h. �¤­ ª® ¤«¿ ³¯°®-
¹¥­¨¿  ­ «¨§  ¯®«¥§¥­ ­¥¡®«¼¸®© ²°¾ª. � ¢ ©²¥ ±«¥£ª  ¬®¤¨-
´¨¶¨°³¥¬ ³° ¢­¥­¨¥ (15.4) ¨ ¯®¤±² ¢¨¬ ¢¬¥±²® ¯¥°¥¬¥­­®£® ¬ ±-
¸² ¡­®£® ´ ª²®°  ­ ©¤¥­­³¾ ¢»¸¥ ª®­±² ­²³ � = �2;5029: : : �¥-
°¥´®°¬³«¨°®¢ ­­®¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ±²®«¼ ¦¥
¯° ¢®¬¥°­®, ª ª ¨±µ®¤­®¥, ¨ ¨¬¥¥² ¢ ª ·¥±²¢¥ ­¥¯®¤¢¨¦­®© ²®·ª¨
²³ ¦¥ ± ¬³¾ ´³­ª¶¨¾ g(x). �²¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²® ­®°¬¨°®¢ª  ¢ ­ -
· «¥ ª®®°¤¨­ ² ­  ¥¤¨­¨¶³ ²¥¯¥°¼ ­¥ § «®¦¥­  ¢ ± ¬®© ¯®±² ­®¢ª¥
§ ¤ ·¨,   ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¥ ³±«®¢¨¥.

�² ª, ±¤¥« ¥¬ ¯®¤±² ­®¢ª³ (15.12) ¢ ³° ¢­¥­¨¥

fk+1(x) = �fk

�
fk

�x
�

��
; (15.13)

²®£¤  ¢ «¨­¥©­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯®«³· ¥¬

hk+1(x) = �
h
g0
�
g
�x
�

��
hk

�x
�

�
+ hk

�
g
�x
�

��i
: (15.14)

�° ¢­¥­¨¥ (15.14) ¨¬¥¥² ±²°³ª²³°³ hk+1 = m̂hk , £¤¥ m̂ |
«¨­¥©­»© ®¯¥° ²®°, ¤¥©±²¢³¾¹¨© ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ´³­ª¶¨©. �®-
¯°®± ® ²®¬, ª ª ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ °¥¸¥­¨¥ «¨­¥ °¨§®-
¢ ­­®£® ³° ¢­¥­¨¿ �� (15.14), ²¥±­® ±¢¿§ ­ ± ¢®¯°®±®¬ ® ±¯¥ª²°¥
±®¡±²¢¥­­»µ ·¨±¥« «¨­¥©­®£® ®¯¥° ²®°  m̂. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨
¬» ¨¬¥¥¬ ª ª³¾-«¨¡® ±®¡±²¢¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ h(x) ¨ ±®¡±²¢¥­­®¥
§­ ·¥­¨¥ �, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³° ¢­¥­¨¾ �h = m̂h, ²® °¥¸¥­¨¥
¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ª®¬¯®­¥­²³, ª®²®° ¿ ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ ¢¥¤¥² ±¥¡¿
ª ª �kh(x). �³¹¥±²¢¥­­³¾ °®«¼ ¡³¤³² ¨£° ²¼ ±®¡±²¢¥­­»¥ ·¨±« ,
¯°¥¢»¸ ¾¹¨¥ ¯®  ¡±®«¾²­®© ¢¥«¨·¨­¥ 1, ¯®±ª®«¼ª³ ±®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¨¥ ¨¬ ª®¬¯®­¥­²» ¢®§¬³¹¥­¨¿ ­ ° ±² ¾² ¯°¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
­»µ ¨²¥° ¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿.

�² ª, ­ ¬ ­¥®¡µ®¤¨¬® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ ­  ±®¡-
±²¢¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨ ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿:

�h(x) = �
h
g0
�
g
�x
�

��
h
�x
�

�
+ h

�
g
�x
�

��i
: (15.15)

�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ®­  ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­»© ±¯¥ª²°. �«¿ ·¨±«¥­­®£®
°¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (15.15) ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ³¦¥ ¨§¢¥±²­®¥ ¯®«¨­®-
¬¨ «¼­®¥ ° §«®¦¥­¨¥ ´³­ª¶¨¨ g(x) ¨  ­ «®£¨·­®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥
¤«¿ ´³­ª¶¨¨ h(x). �° ¢­¥­¨¥ (15.15) ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®£¤  § ¤ ·¥
­  ±®¡±²¢¥­­»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¤«¿ ª®­¥·­®¬¥°-
­®© ¬ ²°¨¶», ª ª®²®°®© ¯°¨¬¥­¨¬» ±² ­¤ °²­»¥ ¬¥²®¤» «¨­¥©-
­®©  «£¥¡°». � ±·¥²» ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ­ ¨¡®«¼¸¨¥ ¯®  ¡±®«¾²­®©
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¢¥«¨·¨­¥ ±®¡±²¢¥­­»¥ ·¨±«  ² ª®¢»:

�0 = � = 4;669201609102990672 : : : ; �1 = �; �2 = 1; (15.16)

  ®±² «¼­»¥ ±®¡±²¢¥­­»¥ ·¨±«  ¯® ¬®¤³«¾ ¬¥­¼¸¥ ¥¤¨­¨¶».
�®¡±²¢¥­­®¥ ·¨±«® � ¨£° ¥² ®±­®¢­³¾ °®«¼: ª ª ¬®¦­® § ¬¥-

²¨²¼, ®­® ®¯°¥¤¥«¿¥² ª®­±² ­²³ ±µ®¤¨¬®±²¨, ®¡­ °³¦¥­¨¥ ª®²®°®©
¯®±«³¦¨«® ²®«·ª®¬ ª ° §° ¡®²ª¥ ¢±¥© ²¥®°¨¨. �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿
¥¬³ ±®¡±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥²±¿ ¯®«¨­®¬®¬

h0(x) = 1� 0;325651x2 � 0;050554x4 + 0;014560x6 �
� 0;000881x8� 0;000106x10+ 0;000020x12: (15.17)

�²® ª ± ¥²±¿ ±®¡±²¢¥­­»µ ·¨±¥« � ¨ 1, ²® ®­¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ±¢¿§ ­-
­»¬¨ ± ¨­´¨­¨²¥§¨¬ «¼­»¬¨ § ¬¥­ ¬¨ ¯¥°¥¬¥­­®© ¨ ¿¢«¿¾²±¿
­¥±³¹¥±²¢¥­­»¬¨, ². ¥. ¨µ ¬®¦­® ¨£­®°¨°®¢ ²¼.

�±² ­®¢¨¬±¿ ¯®¤°®¡­¥¥ ­  ½²®¬ ¬®¬¥­²¥. �³±²¼ ¬» ¢»¯®«­¨«¨ ¢ ¨±-
µ®¤­®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨ § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­®© x! x+ "'(x), "� 1. �®²¿ ½²®
¯°¨¢¥¤¥² ª ¢®§¬³¹¥­¨¾ ¯®°®¦¤ ¥¬®© ¨²¥° ¶¨¿¬¨ ³° ¢­¥­¨¿ �� ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ´³­ª¶¨© fk(x), ­® ² ª¨¥ ¢®§¬³¹¥­¨¿ ¢±¥£¤  ¬®£³² ¡»²¼
³±²° ­¥­» ®¡° ²­®© § ¬¥­®©.

� ±²¼ ±¯¥ª²°  ³° ¢­¥­¨¿ (15.15),  ±±®¶¨¨°³¾¹ ¿±¿ ± § ¬¥­ ¬¨ ¯¥-
°¥¬¥­­®©, ¬®¦¥² ¡»²¼ ­ ©¤¥­  ¿¢­®. � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥ x0 = g(x).
�±«¨ ¢ ®¡¥¨µ · ±²¿µ ¯®«®¦¨²¼ x ! x+ "xm, " � 1, m = 0; 1; 2; : : :, ²®
¯®«³·¨¬ x0 = g(x) + "

�
g0(x)xm � (g(x))m

�
. �®¿¢¨¢¸¥¥±¿ ¢ ª¢ ¤° ²­»µ

±ª®¡ª µ ¢»° ¦¥­¨¥ g0(x)xm �
�
g(x)

�m
¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±®¡±²¢¥­­³¾

´³­ª¶¨¾ ³° ¢­¥­¨¿ (15.15) ± ±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¥¬ � = �1�m, ¢ ·¥¬
­¥²°³¤­® ³¡¥¤¨²¼±¿ ¯°¿¬®© ¯®¤±² ­®¢ª®©.

�®« £ ¿ m = 0, ¯®«³· ¥¬ ±®¡±²¢¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ �1 = �, ±¢¿§ ­­®¥ ±
§ ¬¥­®© ¯¥°¥¬¥­­®© ²¨¯  ±¤¢¨£ , x! x + ". �¬³ ®²¢¥· ¥² ±®¡±²¢¥­­ ¿
´³­ª¶¨¿ h1(x) = g0(x) � 1. �®¡±²¢¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ �2 = 1  ±±®¶¨¨°³¥²±¿
± ¨­´¨­¨²¥§¨¬ «¼­®© ¬ ±¸² ¡­®© § ¬¥­®© x ! x+ "x, ½²®¬³ ±®®²¢¥²-
±²¢³¥² m = 1 ¨ ±®¡±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ h2(x) = g0(x)x� g(x).

� ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª, ­¥¯®¤¢¨¦-
­ ¿ ²®·ª  ³° ¢­¥­¨¿ �� g(x) ¿¢«¿¥²±¿ ±¥¤«®¬. � ½²®£® ±¥¤«  ¨¬¥-
¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ±³¹¥±²¢¥­­®¥ ­¥³±²®©·¨¢®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ (±®¡-
±²¢¥­­®¥ ·¨±«® �) ¨ ¡¥±ª®­¥·­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ³±²®©·¨¢»µ ­ ¯° -
¢«¥­¨©, ±¢¿§ ­­»µ ± ±®¡±²¢¥­­»¬¨ ·¨±« ¬¨, ª®²®°»¥ ¯® ¬®¤³«¾
¬¥­¼¸¥ 1.

�®¯»² ¥¬±¿ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¤¥©±²¢¨¥ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿
(15.4) £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨, ¢®®¡° §¨¢ ¡¥±ª®­¥·­®¬¥°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®,
£¤¥ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ®²¢¥· ¥² ­¥ª®²®° ¿ ´³­ª¶¨¿ f(x). �°¥®¡° §®¢ -
­¨¥ (15.4) ¯¥°¥¢®¤¨² ª ¦¤³¾ ²®·ª³ ½²®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¢ ¤°³£³¾,
­® ¯°¨ ½²®¬ ²®·ª , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ g(x), ®±² ¥²±¿ ­¥¯®¤¢¨¦­®©.
�¡«¨§¨ ½²®© ±¥¤«®¢®© ²®·ª¨ ¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ (±³¹¥±²¢¥­-
­®¥) ­¥³±²®©·¨¢®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥, ¢¤®«¼ ª®²®°®£® ¢®§¬³¹¥­¨¥ ­ -
° ±² ¥² ¯°¨ ¯°¨¬¥­¥­¨¨ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿, ¨ £¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¼
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ª®° §¬¥°­®±²¨ ®¤¨­, ­  ª®²®°®© ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥ ª ­¥-
¯®¤¢¨¦­®© ²®·ª¥ ¨ ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ³±²®©·¨¢»¬ ¬­®£®®¡° §¨¥¬.
(°¨±. 15.5).

� ¸  ¨±µ®¤­ ¿ ¬®¤¥«¼ | «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¯°¨ ° §-
«¨·­»µ §­ ·¥­¨¿µ ¯ ° ¬¥²°  � ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ­¥ª®²®°®© ª°¨¢®©,
¯°¨·¥¬ ²®·ª  ¥¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ± ³±²®©·¨¢»¬ ¬­®£®®¡° §¨¥¬ ®²¢¥-

�¨±. 15.5. �µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ª¨, ¯®°®¦¤ ¥¬®© �� ¯°¥®¡° §®-
¢ ­¨¥¬ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ´³­ª¶¨© ¢¡«¨§¨ ­¥¯®¤¢¨¦­®© ²®·ª¨

· ¥² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥: ±² °²³¿ ¨§ ­¥¥, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ¯°¨ ¨²¥° -
¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³ g(x).

�±«¨ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  ®·¥­¼ ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿ ®² ª°¨²¨·¥-
±ª®£®, ²® ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ±­ · «  ¯°®¨±µ®¤¨²
¯°¨¡«¨¦¥­¨¥ ª ­¥¯®¤¢¨¦­®© ²®·ª¥ ¢¤®«¼ ³±²®©·¨¢®£® ¬­®£®®¡° -
§¨¿,   ¯®²®¬ ³µ®¤ ®² ­¥¥ ¢¤®«¼ ­¥³±²®©·¨¢®£® ­ ¯° ¢«¥­¨¿, ±¢¿-
§ ­­®£® ± ±®¡±²¢¥­­»¬ ·¨±«®¬ �. �² ª, ¥±«¨ ¬» ±¤¢¨£ ¥¬±¿ ¯®
¯ ° ¬¥²°³ ¨§ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨, ²® °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ �� ¢ «¨-
­¥©­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® ¢®§¬³¹¥­¨¾ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

fk(x) = g(x) + C�kh0(x): (15.18)

� ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤®¡ ¢ª  ¬ «  ²®«¼ª® ¢ ¨±µ®¤­®¬
®²®¡° ¦¥­¨¨,   ¯°¨ ¨²¥° ¶¨¿µ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ±² ­®¢¨²±¿ §­ -
·¨²¥«¼­®©, °¥¸¥­¨¥ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

fk(x) = G(x; C�k); (15.19)

£¤¥ ´³­ª¶¨¿ ¤¢³µ  °£³¬¥­²®¢ G(x; C) ®²¢¥· ¥² ­¥³±²®©·¨¢®¬³ ¬­®-
£®®¡° §¨¾ ­¥¯®¤¢¨¦­®© ²®·ª¨ g(x), ¯°¨·¥¬ G(x; 0) = g(x).

�§ ³° ¢­¥­¨¿ (15.18) ¨«¨ (15.19) ±«¥¤³¾² ¢ ¦­»¥ ¢»¢®¤»:
1.�­¨¢¥°± «¼­®±²¼. �¨¤ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ ­  ¡®«¼¸¨µ ¢°¥-

¬¥­ µ 2k ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬, ¢ ª ·¥±²¢¥ ª -
ª®¢®£® ¢»±²³¯ ¥² ª®½´´¨¶¨¥­² C. �²®² ª®½´´¨¶¨¥­² ¬®¦­® ±·¨-
² ²¼ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­»¬ ®²ª«®­¥­¨¾ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  ®²
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨: C = const ���, £¤¥ �� = �� �c.

2. �ª¥©«¨­£. �¨¤ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ (¢ ²¥°¬¨­ µ ¯¥°¥­®°-
¬¨°®¢ ­­®© ¯¥°¥¬¥­­®© x) ­¥ ¬¥­¿¥²±¿ ¯°¨ § ¬¥­¥ C ! C=�,
k ! k + 1.
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�¡­ °³¦¥­­»© �¥©£¥­¡ ³¬®¬ § ª®­ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¥±²¼ ­¥ ·²®
¨­®¥, ª ª · ±²­®¥ ¯°®¿¢«¥­¨¥ ±¢®©±²¢  ±ª¥©«¨­£ : ¥±«¨ ¯°¨ ­¥-
ª®²®°®¬ §­ ·¥­¨¨ �� ­ ¡«¾¤ ¥²±¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿ ³¤¢®¥­¨¿ ¯¥°¨®¤ ,
²® ¯°¨ ®²ª«®­¥­¨¨ ®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ��=� ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨
§  ³¤¢®¥­­»© ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥­¨ ¤®«¦¥­ ¡»²¼ ¯®¤®¡¥­, ². ¥. ²®¦¥ ®²-
¢¥· ²¼ ¬®¬¥­²³ ¡¨´³°ª ¶¨¨.

�®«¥¥ ®¡¹ ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ±²°³ª²³°  ° §-
¡¨¥­¨¿ ®±¨ ¯ ° ¬¥²°  � ­  ®¡« ±²¨ ° §«¨·­®£® ²¨¯  ¤¨­ ¬¨ª¨
¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿ ¯°¨ ³¬¥­¼¸¥­¨¨ ¬ ±¸² ¡  ®²­®±¨²¥«¼­® ª°¨-
²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢ � ° § (°¨±. 15.6). �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ±µ®¤±²¢¥­-
­»µ ²®·ª µ � ¨ �c+(���c)=� °¥ «¨§³¾²±¿ ¯®¤®¡­»¥ °¥¦¨¬» ¤¨-
­ ¬¨ª¨. �²® ®§­ · ¥², ¢®-¯¥°¢»µ, ±®¢¯ ¤¥­¨¥ µ ° ª²¥°  °¥¦¨¬®¢

�¨±. 15.6. �ª¥©«¨­£ ¯°®±²° ­±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨. �¨-
´° ¬¨ ®¡®§­ ·¥­» ¯¥°¨®¤» ¶¨ª«®¢. �¥°¥±·¥² ¬ ±¸² ¡  ¯® ®±¨ ¯ ° ¬¥²°  � ¯°®-
¨§¢®¤¨²±¿ ¢ � = 4;669: : : ° § 

(¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨©, µ ®²¨·¥±ª¨©),   ¢®-¢²®°»µ, ¢®§¬®¦­®±²¼ ®¯°¥¤¥-
«¥­¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ®¤­®£® °¥¦¨¬  ¯® µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬ ¤°³£®£®
± ¯®¬®¹¼¾ ­ ¤«¥¦ ¹¥£® ¯¥°¥±·¥² . �²®² ¯¥°¥±·¥² ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿
¨§¬¥­¥­¨¥¬ ¬ ±¸² ¡  ¢°¥¬¥­¨, ² ª ·²® µ ° ª²¥°­»© ¯¥°¨®¤ ¤¢¨-
¦¥­¨© ¢®§° ±² ¥² ¯°¨ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ª ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥,   ¢ ­¥©
± ¬®© ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¼.

�ª¥©«¨­£ ° ¡®² ¥² ¨ ¢ ¤®ª°¨²¨·¥±ª®©, ¨ ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« -
±²¨. �» ¢¨¤¥«¨, ·²® ¯°¨ � = 2 «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¤¥-
¬®­±²°¨°³¥² ° §¢¨²»© µ ®±. �®¦­® ³ª § ²¼ ² ª³¾ ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ±¢¥°µ³ ¯® § ª®­³ �¥©£¥­¡ ³¬  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
­®±²¼ §­ ·¥­¨© �Mk , ¤«¿ ª®²®°»µ °¥¦¨¬ ° §¢¨²®£® µ ®± , ¤®¯³±ª -
¾¹¨© ª®¤¨°®¢ ­¨¥ ²° ¥ª²®°¨© ¯°®¨§¢®«¼­»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®-
±²¿¬¨ ¤¢³µ ±¨¬¢®«®¢, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ³ ®²®¡° ¦¥­¨¿, ®¯°¥¤¥«¥­­®£®
§  2k ¢°¥¬¥­­»µ ¸ £®¢, ½²® ² ª ­ §»¢ ¥¬»¥ ²®·ª¨ �¨§¾°¥¢¨· 
(±¬. ² ¡«¨¶³ ­  ±. 220). �®½²®¬³, ¢§¿¢ ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ «»© ¨­²¥°-
¢ « ¯ ° ¬¥²°  (�c; �c + "), ¬» ­¥¯°¥¬¥­­® ­ ©¤¥¬ ¢ ­¥¬ ²®·ª¨,
£¤¥ °¥ «¨§³¥²±¿ µ ®±. � ½²®¬ ±¬»±«¥ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  ±«³¦¨²
£° ­¨¶¥© µ ®± . �®«­ ¿ ¦¥ ª °²¨­  ¤¨­ ¬¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢ ¢
§ ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ®·¥­¼ ±«®¦­ , ±®¤¥°¦¨² ª ª µ ®±, ² ª ¨
À®ª­ Á ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ °¥¦¨¬®¢. � ²®¬³ ¦¥ ®­  °¥¯°®¤³¶¨°³¥²±¿
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¡¥±ª®­¥·­® ¬­®£® ° § ¢ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ®ª°¥±²­®±²¨ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¨, ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢  ±ª¥©«¨­£ !

�¤­¨¬ ¨§ ¯°®¿¢«¥­¨© ±ª¥©«¨­£  ¿¢«¿¥²±¿ µ ° ª²¥°­ ¿ § ¢¨-
±¨¬®±²¼ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°®¢ ®² ¯ ° ¬¥²°  ¤«¿ ¶¨ª«®¢ ¯¥°¨®¤  2k

¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ (°¨±. 15.7).
� ¬®¬¥­² °®¦¤¥­¨¿ ª ¦¤®£® ¶¨ª«  ¥£® ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ° ¢¥­

+1. �°¨ ³¢¥«¨·¥­¨¨ ¯ ° ¬¥²°  � ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ³¬¥­¼¸ ¥²±¿,
¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ 0 ¨ § ²¥¬ ·¥°¥§ �1. � ½²®² ¬®¬¥­² ¶¨ª« ¯¥°¥±² ¥²

�¨±. 15.7. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°®¢ ¶¨ª«®¢ (¯¥°¨®¤ ³ª § ­ ¶¨´° ¬¨) ®²
¯ ° ¬¥²°  � ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¨ ¨««¾±²° ¶¨¿ ±ª¥©«¨­£  | ª °²¨­ª 
¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿ ¯°¨ ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡  ¯® £®°¨§®­² «¼­®© ®±¨ ¢ � ° §

¡»²¼ ³±²®©·¨¢»¬, ¨ °®¦¤ ¥²±¿ ¶¨ª« ³¤¢®¥­­®£® ¯¥°¨®¤  ² ª¦¥ ±
¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°®¬ +1. �° ´¨ª¨, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ¶¨ª« ¬ ¯¥°¨®¤  2k

¨ 2k+1, ¯¥°¥µ®¤¿² ¤°³£ ¢ ¤°³£  ¯°¨ ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡  ¯® ®±¨ ¯ -
° ¬¥²°  � ­  ´ ª²®° �. �®·ª  ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ª°¨¢»µ § ¢¨±¨¬®±²¨
�k ®² � ¤«¿ ¶¨ª«®¢ ° §­®£® ¯¥°¨®¤  (¢  ±¨¬¯²®²¨ª¥ ¯® k) ¥±²¼ ª°¨-
²¨·¥±ª ¿ ²®·ª . �¥«¨·¨­  ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°  ¢ ²®·ª¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿
±²°¥¬¨²±¿ ª ³­¨¢¥°± «¼­®© ª®­±² ­²¥ �c = �1;60119: : :

�®² ´ ª², ·²® ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°» ¶¨ª«®¢ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¤«¿ ¶¨-
ª«®¢ ¯¥°¨®¤  2k ±µ®¤¿²±¿ ª ³­¨¢¥°± «¼­®© ª®­±² ­²¥, ³¤®¡­® ¨±¯®«¼§®-
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¢ ²¼ ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢ ª®­ª°¥²­»µ ­¥«¨­¥©­»µ ±¨-
±²¥¬ µ. �«¿ ½²®£® ­³¦­® ¯®¤®¡° ²¼ ¯ ° ¬¥²° ² ª, ·²®¡» ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®°
ª ª®£®-«¨¡® ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  2k ®¡° ¹ «±¿ ¢ �c. �®·­®±²¼ ®¶¥­ª¨ ¬®¦­®
¯°®ª®­²°®«¨°®¢ ²¼, ³¢¥«¨·¨¢ k. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° -
¦¥­¨¿ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²®° ¶¨ª«  ¯¥°¨®¤  2 ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®© � = 4�4�.
�®²°¥¡®¢ ¢ � = �c, ¯®«³· ¥¬ = 1;4003, ·²® ³¦¥ µ®°®¸® ±®£« ±³¥²±¿ c ²®·-
­»¬ §­ ·¥­¨¥¬ 1;401155: : :

�ª¥©«¨­£ ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¢ ±²°³ª²³°¥ ¡¨´³°ª ¶¨®­­®£® ¤¥-
°¥¢ , ·²® ¨««¾±²°¨°³¥²±¿ ±¥°¨¥© ¤¨ £° ¬¬ ­  °¨±. 15.8. � ¦¤»©
¯®±«¥¤³¾¹¨© °¨±³­®ª ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ³¢¥«¨·¥­­»© ´° £¬¥­²
¯°¥¤»¤³¹¥£®. �°¨ ½²®¬ ¬ ±¸² ¡ ¯® ®±¨ ¤¨­ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥­­®©

�¨±. 15.8. �««¾±²° ¶¨¿ ±ª¥©«¨­£  ¢ ±²°³ª²³°¥ ¡¨´³°ª ¶¨®­­®£® ¤¥°¥¢ . � ±-
¸² ¡ ¯® £®°¨§®­² «¼­®© ®±¨ ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ � = 4;6692: : : ° §  ®²­®±¨²¥«¼­®
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ � = �c,   ¯® ¢¥°²¨ª «¼­®© ®±¨ x | ¢ � = �2;5029: : : ° § 
®²­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ x = 0 (§­ ª ¬¨­³± ®§­ · ¥² ¨§¬¥­¥­¨¥ ®°¨¥­² ¶¨¨ | ª °-
²¨­ª  ¯¥°¥¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ¢¢¥°µ ­®£ ¬¨)

x ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ � ° § ®²­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ x = 0 (½ª±²°¥¬³¬ 
®²®¡° ¦¥­¨¿),   ¯® ®±¨ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  | ¢ � ° § ®²­®-
±¨²¥«¼­® ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ � = �c. � ª ¬®¦­® ¢¨¤¥²¼, ª °²¨­ª¨
µ®°®¸® ±®¢¯ ¤ ¾², ¯°¨·¥¬ ±²¥¯¥­¼ ±®®²¢¥²±²¢¨¿ ²¥¬ «³·¸¥, ·¥¬
­  ¡®«¥¥ £«³¡®ª¨© ³°®¢¥­¼ ¨¥° °µ¨¨ ¬» ¯°®­¨ª ¥¬.

�  °¨±. 15.9 ¤¥¬®­±²°¨°³¥²±¿ ±¢®©±²¢® ±ª¥©«¨­£  ­  £° ´¨ª¥
«¿¯³­®¢±ª®£® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¨. � ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ¯°¨ ¯¥°¥±·¥²¥ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥-

�¨±. 15.9. �««¾±²° ¶¨¿ ±ª¥©«¨­£  ­  £° ´¨ª¥ «¿¯³­®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿. � ±-
¸² ¡ ¯® £®°¨§®­² «¼­®© ®±¨ ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¢ � = 4;6692: : : ° §  ®²­®±¨²¥«¼­®
ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ � = �c ,   ¯® ¢¥°²¨ª «¼­®© | ¢ 2 ° § 
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²°  ¯® ¯° ¢¨«³��! ��=� ¯®«³· ¥²±¿ °¥¦¨¬ ¤¨­ ¬¨ª¨ ¯®¤®¡­»©
¨±µ®¤­®¬³, ­® ± ³¤¢®¥­­»¬ ¢°¥¬¥­­»¬ ¬ ±¸² ¡®¬. �®½²®¬³ «¿-
¯³­®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ (ª®²®°»© ¨¬¥¥² ° §¬¥°­®±²¼ ®¡° ²­®£® ¢°¥-
¬¥­¨) ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³ � ! �=2. �§ °¨±³­ª  ¢¨¤­®,
·²® ®¦¨¤ ¥¬»© ±ª¥©«¨­£ ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿ ± ¢»±®ª®© ²®·­®±²¼¾, ° -
±²³¹¥© ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¡®«¥¥ £«³¡®ª¨¬ ³°®¢­¿¬. �£¨¡ ¾¹ ¿ ­ 
£° ´¨ª¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ «¿¯³­®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®² ¯ ° ¬¥²°  ¯®¤-
·¨­¿¥²±¿ ±®®²­®¸¥­¨¾

� / (�� �c)
�; (15.20)

£¤¥ ª°¨²¨·¥±ª¨© ¨­¤¥ª± � = log� 2 = 0;449806966466: : :
�§«®¦¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» °¥­®°¬£°³¯¯®¢®£®  ­ «¨§  ¤ ¾² ®¡®-

±­®¢ ­¨¥ ®¡­ °³¦¥­­®© �¥©£¥­¡ ³¬®¬ ª®«¨·¥±²¢¥­­®© ³­¨¢¥°-
± «¼­®±²¨ ¤«¿ ®¤­®¬¥°­»µ ®²®¡° ¦¥­¨©. �­¨ ®ª § «¨±¼ ¯°¨¬¥-
­¨¬»¬¨, ®¤­ ª®, ª £®° §¤® ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®¬³ ª« ±±³ ­¥«¨­¥©­»µ
¤¨±±¨¯ ²¨¢­»µ ±¨±²¥¬. �  ª ·¥±²¢¥­­®¬ ³°®¢­¥ ½²® ¬®¦­® ®¡º-
¿±­¨²¼ ²¥¬, ·²® ¯°¨ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ª ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥, ª®£¤ 
µ ° ª²¥°­»© ¢°¥¬¥­­®© ¯¥°¨®¤ ±² ­®¢¨²±¿ ®·¥­¼ ¡®«¼¸¨¬, ±²¥-
¯¥­¼ ±¦ ²¨¿ ½«¥¬¥­²  ´ §®¢®£® ®¡º¥¬  ¢®§° ±² ¥² ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­-
­®, ¬­®£®¬¥°­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ �³ ­ª °¥ ¢±¥ ²®·­¥¥  ¯¯°®ª±¨¬¨°³-
¥²±¿ ®¤­®¬¥°­»¬. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬», ®¡®±­®¢»¢ ¾¹¥© ½²®²
´ ª², ®¯³¡«¨ª®¢ «¨ �®««¥, �ª¬ ­­ ¨ �®µ ¢ 1981 £. (Collet et al.,
1981).


